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In perioada 17 — 19 august 2006, la Universitatea din Chisinau s-a desfasurat cea
de-a 14-a editie a Conferintei de Matematica Aplicatd si Industriald (CAIM 2006).
Aceasta Conferinta a fost dedicatad celei de-a 60-a aniversari a Facultatii de Matematica
si Informatica de la Universitatea de Stat din Chisindu, Republica Moldova.

Lucrarile Conferintei au fost grupate in 6 sectiuni, si anume:

1. Algebra, logica, topologie; 2. Ecuatii diferentiale ordinare si sisteme dinamice finit
dimensionale; 3. Analiza functionala. Ecuatii cu derivate partiale; 4. Metode analitice si
numerice in mecanicd. Matematica industriald; 5. Informatica teoretica; 6. Educatie.

In cele 6 sectiuni ale Conferintei au fost prezentate aproape 150 de lucréri.
Temele abordate au fost atat unele clasice, cat si unele de interes recent.

La sectiunea a 6-a — Educatie — a fost inscrise 27 de lucrdri. O parte dintre
acestea au fost deja publicate intr-un volum special, editat de Societatea de Stiinte
Matematice din Republica Moldova.

Volumul de fatd contine 14 dintre lucrérilor sectiei de Educatie CAIM 2006. In
cele ce urmeaza, prezentam pe scurt tendintele manifestate in aceste lucrari.
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Doua dintre articole (O noua conceptie despre geometrie, Goana dupa radicali)
prezinta aspecte de istoria matematicii. Sunt evidentiate ideile care au condus la aparitia
topologiei, ca ramura a matematicii, respectiv importanta radicalilor pentru rezolvarea
ecuatiilor algebrice de grad mai mic decat 5.

Trei dintre lucrarile prezentate (O problema si mai multe rezolvari, Rezolvarea
ecuatiilor in numere intregi, O cutie... dar nu a Pandorei!) prezintd teme interesante
pentru aplicatiile de la clasa si probleme adecvate acestora. In aceste lucrdri, partea
originala o constituie modul de alegere si ordonare a problemelor propuse.

Doua lucrari (Rolul problemelor in predarea — invatarea matematicii Strategii
euristice folosite in geometria elementara pentru relatiile de inegalitate intre elementele
unui - triunghi) reprezinta studii din perspectiva euristicii rezolvarii problemelor.
Comentariile facute in aceste lucrari sunt utile intelegerii mecanismelor prin care elevii
ajung sa rezolve probleme.

Alte trei lucrari (Utilizarea jocurilor didactice in /"nfe/egerea numerelor rationale,
Predarea algebrei liniare pentru studentii la informatica, Invatarea prin proiecte: o
Strategie de pregatire a viftorilor profesori) prezinta experimente de invatare activa.
Aceste experimente au fost efectuate atat in mediul preuniversitar, cat si in mediul
universitar.

O alta lucrare (Géndirea liniard si influenta acesteia asupra intelegerii notiunii de
spatiu vectorial) poate fi consideratd lucrare de cercetare in domeniul Educatiei
Matematice. Autorii, inca studenti, dezvoltd o interesantd teorie privind gandirea liniara.

Doua dintre lucrari (O metoda simpla de obtinere a dreptei sau parabolei de
regresie, Centrul fortelor paralele) prezinta metode matematice in predarea-invatarea
fizicii. Sunt explorate astfel metode mai simple de calcul.

Una dintre lucrdri (Metoda Taguchi si managementul calitati) oferda bazele
teoretice pentru implementarea standardelor de calitate in educatie.

Conferinta de Matematica Aplicata si Industriala a oferit cadrul in care profesori si
cercetatori din stanga si din dreapta Prutului sa poata avea un schimb de pareri privind
problemele actuale ale invatamantului matematic. Intensificarea schimburilor culturale si
a cooperarii intre profesorii si cercetdtorii din cele doua tari poate contribui si ea la
solutionarea acestor probleme.

Prof. univ. dr. Adelina GEORGESCU
Presedinte ROMAI

Lector univ. dr. Cristian VOICA
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O PROBLEMA SI MAI MULTE REZOLVARI

Liliana ANTONESCU Marius ANTONESCU
Scoala nr. 1 Liviu Rebreanu Scoala cu clasele I — VIII
Mioveni, Arges Leicesti, Arges

ONE PROBLEM AND SEVERAL SOLUTIONS

Abstract. The aim of this article is to present a few problems proposed at the school
olympiads and their solutions. The main quality of these problems is that they can be
solved using different methods. The solutions we present below were selected from
the answers given during the contests. It is interesting to remark that sometimes the
solutions given by the students are simpler than the ones given by the authors of the
proposed problems. The explanation, at least in geometry lies, for example, in the fact
that in order to propose a problem one has to start from a certain construction and
obviously the solution will be according to that construction, ignoring other
alternatives.

Aceasta lucrare este o pledoarie pentru talent, inteligentd, imaginatie, creativitate si
efort sustinut. Ca profesor, trdiesti o mare satisfactie atunci cand intalnesti la elevi
rezolvari originale ale unei probleme, altele decat cea ,oficialda”, unele chiar mai simple si
mai frumoase. Scopul acestui articol este acela de a prezenta cateva probleme propuse
la concursuri scolare, care pot fi rezolvate prin metode diferite.

O problema poate avea rezolvari diferite, depinzand si de nivelul de studiu al elevului.
Intr-un fel rezolva o problema elevul cand este in ciclul primar, altfel cand este la
gimnaziu si, posibil in alt mod, atunci cand este la liceu. Nu este insa o reguld ca o
problema sa poata fi totdeauna rezolvata prin mai multe metode.

In cele ce urmeaza vom prezenta cateva probleme propuse la olimpiadele scolare si
diverse metode de rezolvare a acestora.

0,1)+0,(2)+...+0,(8)

Problema 1. Calculati .
0,(11)+0,(22) +...+0,(88)

Solutia 1. Observam ca
0,(1)=0,1111...
0,(11)=0,1111...

deci 0,(1)=0,(11) si asa pentru fiecare din termenii corespunzatori de la numadrator si
numitor. Astfel suma de la numadrator este egala cu cea de la numitor si atunci valoarea
raportului dat este egala cu 1.

Solutia 2. Prin simplificarea unei fractii obtinem o fractie echivalentd cu cea data. De
aceea
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1+2+ +§ 1+Z+ +§
0,1)+0,(2)+...+0,(8) _ 9 9 9 _9 9 " 9_4
a1 a1 (11
0,(11)+0,(22) +...+0,(88) ~ 11 L2 88 1.2 .8
99 99 99 9 9 9
Solutia 3. Calculand la numarator avem
8(8+1)
0,(1)+0,(2)+...+0,(8) = “22'"*8 -2 :%=4 ,

Un calcul similar la numitor are ca rezultat tot 4. Deci valoarea raportului initial este 1.

Solutia 4. Folosim factorul comun

1 2 8
0,)+0,2+..+0,8 _ 99 "9 _,
0,(11)+0,(22) +...+0,(88) 11( 2+ . j '

"

Problema 2. Fie a, b numere rationale pozitive. Daca
2a+3b 3a+2b

3a+2b 2a+3b’

atunci a=b.

Solutia 1. Folosim proprietatile sirului de rapoarte egale

2a+3b 3a+2b _2a+3b+3a+2b 5a+5b

3a+2b 2a+3b 3a+2b+2a+3b 5a+5b
Valoarea primului raport fiind 1, obtinem ca 2a + 36 = 3a + 2bsi apoi, scazand in ambii
membri ai egalitatii 2a + 25, rezultd ca a =5h.

Solutia 2. Aplicand proprietatea fundamentala proportiei date avem
(2a+3b6)(2a+3b)= (3a+2b)(3a+2Db),
adica
(2a+3b)*=(3a+2b)%
Cum numerele asi b sunt pozitive, ajungem la 2a + 3b = 3a + 2bsi apoi la a =b.

Solutia 3. Plecam de la proportia data si obtinem o proportie derivata cu alti termeni,
adunand numaratorii la numitori. Astfel avem
2a+3b 3a+2b

3a+2b 2a+3b’

de unde
2a+3b _ 3a+2b 2a+3b 3a+2b

= = 2a+3b=3a+2b=a=b
33+2b+2a+3b 2a+3b+3a+2b  5a+5b 5a+5b o o0 o 0=d

Solutia 4. Din
2a+3b 3a+2b

3a+2b 2a+3b

— k =3a+2b=k(2a+3b)
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si, folosind (2a +3b)°=(3a +2b)* , ajungem la (2a +3b)*=K(2a +3b)* . Obtinem deci
k=1, deci k =1 si de aici se merge pe rezolvarea din solutja 1.

La geometrie intdlnim des probleme care se pot rezolva in mai multe moduri. Iatd ca
exemplu o problema de geometrie propusa la olimpiada de matematica.

Problema 3. Fie patratul ABCD. Pe laturile BC respectiv CD se considera in interiorul lor
punctele N M astfel incat

BN CM

NC MD’
1) Demonstrali ca dreptele AM si DN sunt perpendiculare.
2)  Fie punctele {P} = AMNDN s/ R, S situate pe (AP, respectiv (DP astfel incét AP =
PR s/DP = PS. Demonstrati ca RS si BC sunt paralele.

Observatie. Primul punct al problemei a fost demonstrat la fel de catre toti elevii care au
rezolvat corect problema. Al doilea punct a avut insa rezolvari multiple, chiar mai simple decat
cea a propunatorului. Prezentam cateva dintre acestea.

Solutia 1. Aceasta este solutia din barem si foloseste initial

proprietatile triunghiului isoscel, astfel: AADR isoscel, deci R
ZARD = ZDAR=/ZCDN. AMDS  este isoscel, deci M
ZMSD = ZCDN . Rezultd ZMSD = Z/ARD sicum SD L AR, D C
rezulta SM 1 DR. Deci M este ortocentrul ARDS si atunci

DM 1L RS .Cum DM 1 BC,avem RS BC. P

Solutia 2. Folosim proprietatea punctelor situate pe S\ N
mediatoarea unui segment de a fi egal departate de

capetele segmentului. Cum AR este mediatoarea p B

segmentului [DS], rezultd c& AD = AS, RD = RS. Din DS
mediatoarea segmentului [ AR |= AD = DR, AS = SR . Deci AD = DR = RS = AS, ceea

ce ne conduce la faptul ca patrulaterul ADRS este romb si atunci AD Il RS . Addugand la
ceea ce am gasit ca AD || BC obtinem concluzia.

Solutia 3. Utilizand cazul de congruenta L.U.L. se demonstreaza usor ca AADP = ARSP
si de aici obtinem ca ZDAP = ZPRS, aceste doua unghiuri fiind alterne interne cu
secanta AR. Aplicand teorema dreptelor paralele obtinem ca AD || RS si de aici concluzia
ceruta.

Solutia 4. Folosim teorema: Dacd intr-un patrulater convex diagonalele se intersecteaza
in parti congruente atunci el este paralelogram. De aceea, din DP=PS, AP=PR rezultd cad
ADRS paralelogram, si de aici AD|| RS .

Problema 4. Se considerd ecuatia de gradul al doilea ax > + bx + ¢ = 0 cu coeficienti
intregi. Sa se arate ca daca numerele a, b, c sunt impare, aceasta ecuatie nu are
rédécini rationale .

! Andreescu, T. si al., Enunturile si solutifle problemelor date la etapa judeteand si etapa pe tard a
concursuriflor de matematica pentru licee din anii 1975 — 1983, lasi 1985, pag. 17.
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Solutia 1. Cum ag,b,ce 20 +1 = ge ] *, deci putem scrie
ax’+bx+c=0oa*x*+bax +ca=0 < (ax)* + blax)+ac =0,
unde b, ace 2Z +1.
Notand ax = y, ecuatia devine
yi+by+ac=0 (1).
Fie x1, x radacinile ecuatiei din enunt; avem
X, X, el y,y,el.
Coeficientul dominant al ecuatiei in y fiind 1 si ac numar intreg impar, rezulta ca 1, »»
sunt intregi. Presupunem prin absurd cd@ x,,x, e ,dec y,,y, 0. Formulele lui Viete
pentru ecuatia (1) ne dau y1+)> = -bsi y1)s = ac. Avem
yuv.el,yy,=ace2l+l=yy,e2l+1=y, +y,e 2l = be 2],

ceea ce contrazice ipoteza ca b este impar. Deci ecuatia (1) nu admite radacini intregi si
prin urmare ecuatia din enunt nu admite radacini rationale.

Solutia 2. Este evident ca 0 nu este raddcind a ecuatiei date deoarece c¢ este numar
intreg impar. Presupunem prin reducere la absurd ca ecuatia datd admite o radacina

- v * - - v * - n n n m
rationala x e 0 .Deci exista m,nell", m, n prime intre ele astfel incat x =— este
n

raddcina a ecuatiei din enunt. Avem

m? m
a-—+b-—+c=0sam’+bmn+cn*=0 (2).
n n

Deoarece m,nel” si sunt prime intre ele, sunt de analizat urmédtoarele cazuri:
a)yme 20",ne 20 +1. In acest caz (2) este imposibild deoarece am?+bmne 27

iarcn® e 20 +1.
b) me 20 +1,ne 20 +1. Si in acest caz (2) este imposibild deoarece am? + bmn e 20

pe candcn? € 2Z +1.

C)me 2Z+1,ne 2Z". In acest caz am* e 2Z +1 pe cand bmn + cn® € 2Z, ceea ce aratd
ca (2) este imposibila.

Cu aceasta am demonstrat ca ecuatia din enunt nu are radacini rationale.

Intalnim uneori inegalitdti care pot avea o demonstratie directd mai dificild si una
usoara, aplicand inegalitati deja demonstrate.

Problema 5. Demonstrati cd (|a|+|b|+|c|)[| 3 | | | J 9,va,b,cel”

Solutia 1. Aceasta solutie are la baza, initial un calcul direct ca apoi sa se aplice o
. . ey 1
inegalitate des utilizata si anume: x + —>2,vVx el ,

X

Astfel, avem
2 2 2 2
(1| +|5] + |c|)(| Faar 1}:3#’" LA LSS +""| >3424242=9

] el A el

Solutia 2. Folosim inegalitatea mediilor
X+y+z233xyz,Nx,y,zell,
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Fie
x=al,y = (8,2 =|d;

@l + 18] +[c = 334 || -[c]

Inlocuind in inegalitatea mediilor de mai sus

obtinem

ool 11
4 4 |C|,

a4
1 1 1 1
=2 33— .
@l 18] Je[ - Nal-[6]-|c]

Inmultim cele dou3 inegalitdti membru cu membru si obtinem inegalitatea cerut3.

obtinem

Solutia 3 . Putem aplica inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwartz si anume
(a%+a, +..+a,") (B’ + 8" +...+ b} ) > (a5, + a,b, +.+ab,) va,bel,i=1,n.
Pentru n =3 si

al=\/ﬂ,az=\/ﬂ,as=\/ﬂ,bl=ﬁ,bz

1 1
T b3 = =y
Jolm el
din inegalitatea precedenta se obtine

1 1 1 *
a+|\b+cl)| —=+—+—1=29,va,b,cel .
lel+ ")(|a| 4 |c|J

In urmatoarea problem3 apare o inegalitate conditionats. 2

Problema 6. Dacia, b, cell” s Ja ++b +Jc =1, atunci
a+b+a+c+b+c

a+b’+c’+ >2
2ab 2ac 2bc
Solutia 1. Avem
az+b2+cz+a+b+a+c+b+622@a2+b2+c2+l+l+122(1)
2ab  2ac 2bc a b c

Aplicand inegalitatea mediilor, adica inegalitatea x* +% >2Jx,V xe 0" si adunand

relatiile obtinute membru cu membru rezulta (1).

Observam ca aceasta solutie nu demonstreaza ca inegalitatea (1) este strictd, adica

. 1 1 1 . o -
expresia az+b2+cz+—+3+— nu are minim dacd &, b, ce0 " si Ja +Jb +Jc =1.
a c

Inegalitatea este strictd deoarece din g, b, c €, s/ Ja+b+Jc =1 rezultd a, b, ce
(0;1) si urmeaza ca

2 B&lducs, A., Ticalo, 1., Probleme semnificative pentru concursurile scolare, Ed. Remos, Chisindu, 1995.
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a2+1>2J5, b2+122\/5, c2+122JE,
a b c
de unde
e+l il
a b c

Solutia 2. Utilizand inegalitatea mediilor altfel decat in solutia precedentd se obtine o
inegalitate mai tare. Astfel avem

Ja ++/b ++c > 3¢abc
sicum va ++b ++c =1 rezultd

\S/abcs%
si de aici
1
>9 (2
I abc (2)
Dar
3 ; 1 1 1_ 3
— = <Jabc s —+—+=> 3
11,1 C T e O
a b c
1 1 1 1 1 1
Din(2)si(3) rezultd —+ —+=->27si &> +b>+c>+—+—+= > 27.
(2)51(3) a b c ? a b c

Unele ecuatii in numere naturale pot fi rezolvate direct, folosind eventual divizibilitatea,

sau gasind intdi o solutie si demonstrand apoi ca aceasta este unicd, ca in exemplul
g 3

urmator.

Problema 7. 5S4 se rezolve inN ecuatia x + 1 = % .
y+-
z
Solutia 1. Evident z # 0. Avem
1 37 z 37
X+ =— S X+ =— (1)
1 16 yz+1 16
y+ 5

Daca y=0=x+z= f—ge N. Deci y # 0 si z+# 0 de unde rezulta

yz+1>z=>

<1 (2
yz+1

Din (1) si (2) obtinem
. Z 5
=2 = — o5z+5=16
X 7 yz+1 16 <oy ‘
516)=1=z| 5= ze {1, 5}.
Se obtine x=2, y=3si z=5.

3 Ibidem, pag 28.
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Solutia 2. Gasim intai o solutie si demonstram prin reducere la absurd ca aceasta este
unica. Avem

2:2+£=2+%:2+ 11 .
16 16 16 3,1
5 5
Ecuatia data este echivalenta cu
1 1
X+ =2+ .
y+l 3+1
z 5

Daca x < 2 obtinem 1 > 1, imposibil. Daca x > 2 obtinem 1

il 342
erz +5

> 1, imposibil.

Deci x = 2 si ecuatia devine

1 1
—=34+=.
y+z +5

Pentru y < 3 avem 1 > 1, imposibil, iar pentru y > 3 avem % > 1, imposibil.
<

Deci y = 3 si atunci z= 5.

In problemele de geometrie in care apare calculul distantei de la un punct la un plan
putem folos diverse metode de rezolvare. Doud dintre acestea sunt prezentate in
aplicatia urmatoare.

Problema 8. in piramida patrulaterd regulaty
VABCD, AB =23 s/ VA =a J5. Calculati distanta de
la punctul A la planul/ (VBC).

Solutia 1. in avvB dreptunghic cu m(£VNVB) = 90°
aplicand teorema lui Pitagora se obtine WV = 2a.
Analog in AVON dreptunghic m(£VON) = 90° vom

avea VO = a 3. In piramida triunghiulard VABC

avem relatia
Anvacd[A; (VBO)] = Apssc- VO (1)
BC -V BA-BC

Anvac = =2a”; Anasc = =2a°.

Conform relatiei (1) avem
2a%d[A; (VBO] =24 - a3 = d[A; (VBO] =a3.

Solutia 2. AD || BC= AD || (VBC) = d[A; (VBC)] =d[M; (VBC)]. Fie MT LVN, BC L
MNsi BC L. Atunci BC L(VMN), deci BC L MT. Din MT LVNsi MT L BCobtinem BC L
(VBC), deci d[M; (VBC)] = MT. In AVNB dreptunghic cu m(£WVB) = 90°, aplicand
teorema lui Pitagora se obtine /W = 2a, adicd AVMN este echilateral. Analog, in AVON
dreptunghic vom avea VO = a J3, deci MT = a /3 . De aceea

d[M; (VBC)] =d[A; (VBC)] = a \/3.
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Problema 9. Fie functia liniara f : R - R, fix) = - %x + 3—25 s/ punctul M(=2 ; 4).

Determinati distanta de la punctul M la graficul functiei f.

Solutia 1. Calculdm £ (-2) si rezolvam ecuatia
f(x) = 4; obtinem astfel punctele A(-2 ; 19) si y
B (18 ; 4). Avem MA =15 ; MB= 20 ; AB = 4
25. Construim MC 1 AB, deci d(M; Gp = MC
Avem MC = MA- MB = 15-20 = 12.

AB 25

Solutia 2. Distanta poate fi gasita si ca indltime
a triunghiului determinat de punctul dat si
punctele de intersectie ale reprezentarii grafice
cu axele de coordonate. Dificultatea constd in
aflarea inaltimii unui triunghi oarecare, pentru
care calculdm lungimile laturilor folosind, de
regula, formula distantei dintre doua puncte cu
coordonate cunoscute.

<
\""""" >
o

Solutia 3. Aceeasi problema se poate rezolva in
modul urmator. Fie d; : 3x + 4y— 70 = 0. Panta

dreptei ¢; este my = —%. Fie &b L d; astfel incéat

Me dhsidhna={C(x; »)}
Deoarece C(X ; yo) € di avem
3 +4-70=0 (1) >
Deoarece punctele M si C se gasesc pe dreapta
@, panta acestei drepte este m, = Vo4
Xy +2
Cum & 1 d,, atunci m» - my = —1 si se obtine
4% -3 +20=0 (2).
Rezolvand sistemul format de relatiile (1) si (2) gasim
68

? I
. 26 68 . . v
deci C ?;? . Din conditia d, 1 d1 se observa ca d(M; Gr) = MC. Avem

2 2
R CR R e

X:ésiy:
0 5 0

5 25 25

Solutia 4. Distanta ceruta poate fi calculata si astfel.

y=F(X) o y=- %x+ 32—5 & 4y=-3x+70 3x+4y-70 =0

3-(-2)+4-4+(-70) _ |-6+16-70| _ |-60| _ 60
V3 + 42 J9+16 V25 5

dM; &) = = 12.
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Prezentam in continuare o problema care se poate rezolva atat aritmetic cat si algebric.

Problema 10. Daca intr-o sala de clasd elevii se aseaza céte 2 intr-o banca, raman 3 in
picioare, iar daca aseaza cate 3 intr-o bancd, raman 5 banci goale. Cali elevi si cate
banci sunt in acea clasa?

Solutia 1. Presupunem ca elevii sunt asezati cate 2 intr-o banca, 3 elevi fiind in picioare.
Completam fiecare banca cu cate un elev pentru a avea cate 3 elevi in banca astfel:
distribuim mai intai elevii care sunt in picioare, apoi pe rand din banci pana rdman 5
banci goale. In felul acesta se observa ca au fost distribuiti 3 + 5-:2 = 13 elevi (acesta
fiind si numarul de banci cu cate 3 elevi). Se obtin: 3 - 13 = 39 elevi si 13 + 5 = 18
banci.

(Prin acelasi procedeu se poate presupune cd elevii sunt cate 3 in bancd, iar 5 banci
sunt goale si se elimind cate un elev din fiecare banca pentru a obtine cate 2 elevi in
banca si 3 elevi in picioare, numarul elevilor care au fost eliminati fiind 3 + 52 = 13.)

Solutia 2. O solutie algebricd este urmatoarea. Notam A numarul bancilor. Numarul
elevilor clasei se poate exprima in doua moduri astfel: 26 + 3 sau 3(6 - 5), in functie de
modul de distribuire in banci. Obtinem astfel ecuatia

3(b-5) =2b+ 3,
de unde b = 18 (banci) si 2-18 + 3 = 39 elevi

Solutia 3. Solutia urmatoare foloseste sisteme de ecuatii.

Notand x numarul elevilor si y numarul bancilor, se obtine sistemul:
2y+3=x
3(y-5 =x

cu solutia x=39si y= 18.

In concluzie, in matematica scolara exista o diversitate de probleme in rezolvarea carora
putem aplica mai multe metode diferite de rezolvare.
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THE LINEAR THINKING AND ITS INFLUENCE UPON
UNDERSTANDING VECTOR SPACES

ABSTRACT. The paper analyses students’ perception of linearity in an attempt to
connect this perception to the understanding of the notions specific for vector spaces.
We designed two questionnaires that we applied to students of various ages. We
identified five degrees of progression from linearity to non-linearity: translation,
unidimensional additivity, additivity and translation, bidimensional additivity, and
multiplicity or non-linear thinking. The results of this study can be used for a better
approach of teaching mathematics. It can be also used for the study of the influence
of linear thinking in teaching other disciplines.

1. Introducere

Un interesant studiu privind ,gandirea liniard” a fost initiat de o echipa de cercetatori
belgieni, condusa de Dirk De Bock (v., de ex., [1] si [3]). Acestia au analizat in detaliu
aspecte legate de proportionalitate.

Una dintre intrebarile propuse in cadrul acestui studiu este urmatoarea: “Se da un patrat
cu lungimea laturii / Ce se va intampla cu aria patratului daca latura se dubleaza? Dar
daca latura se tripleazda? Cum se modifica perimetrul in aceleasi conditii?”

Cele mai multe raspunsuri au fost gresite si anume :"Aria se dubleaza/ se tripleaza si
ea.” Acest raspuns indica un mod de gandire liniar avand in vedere faptul ca se ignord
aspectul calitativ al problemei, si anume semnificatia notiunilor de arie si volum. In
schimb este realizatd doar o translatare a unor ipoteze date.

Exista deci, la elevii de varsta scolard, ceea ce echipa de cercetadtori belgieni a numit
Jluzia de liniaritate”. Un alt studiu pe aceasta tema este [2].

2. Metode de investigare

Spre deosebire de studiile citate anterior, lucrarea noastra are ca scop rafinarea ideii de
liniaritate, prin evidentierea unor trepte ale acestui mod de gandire.

Am realizat acest studiu in doua faze, folosind ca metoda de investigare chestionarul,
aplicat unui egantion alcatuit din 200 de persoane - elevi din clasele VII-XII si student;
din anii I-IV ai unor scoli/ facultati cu profil real. In prima etapa, subiectii au fost
solicitati sa rezolve 4 tipuri de itemi: completare de matrice, de siruri numerice, de siruri
de simboluri si de figuri geometrice (vezi Anexa 1). Deoarece exista o infinitate de
moduri in care se poate raspunde la o astfel de intrebare, noi le-am cerut subiectilor sa
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foloseasca rationamentul care li se pare cel mai natural. Cu scopul de a valida concluziile
din prima faza si de a oferi 0 mai buna imagine asupra modului de gandire liniar, in a
doua etapa am addugat si alte tipuri de itemi, de exemplu: ,exprimarea modului de
calcul a platii unei facturi telefonice cu ajutorul unei functii” (vezi Anexa 2). In ambele
faze, chestionarele au continut o sectiune dedicata testarii cunostintelor elementare de
spatii vectoriale - definitii, exemple, notiuni si rezultate importante.

3. Gradele de liniaritate a gandirii
In acceptiunea noastra, gandirea liniara reprezinta predispozitia indivizilor de a completa
siruri numerice sau de simboluri prin repetarea termenilor dati sau folosind combinatii
liniare ale acestora, precum si tendinta de a reactiona asemandtor in situatii aparent
similare.
Am identificat cinci grade de liniaritate in gandire, si anume:

1. translatia sau gandirea pur liniara;

2. aditivitatea unidimensionala;

3. translatia si aditivitatea;

4. aditivitatea bidimensionala;

5. multiplicativitatea sau gandirea neliniara;
Pentru interpretarea statistica a rezultatelor am asociat acestei ierarhizari note de la unu
la cinci (1-translatie, 5-multiplicativitate).
Pentru o mai buna ilustrare a gradelor identificate vom analiza posibilitdtile de
completarea a sirului 2, 4,... (itemul 6 din chestionar).

1. Primul grad de liniaritate - transl/atia sau géndirea pur liniara - se manifesta in
momentul in care subiectii completeaza sirurile prin repetarea termenilor dati sau
translatarea unei figuri. Prin translatie, sirul este completat 2, 4, 2, 4,...

P T
2.4.][2.4.][2.4.]...

Consideram ca secventele rezultate in urma completarii sirurilor ar putea avea si o
interpretare geometrica - de unde si denumirile date gradelor de liniaritate. Consideram
corespondenta: termenului 2 din sir ii asociem punctul A; de afix 2+0%*i si, analog, Iui 4
ii atribuim A, de afix 4+0%*i. Graficul asociat sirului (Fig 1) contine doar punctele A; si A,
deoarece al treilea termen corespunde tot punctului A;, al patrulea tot punctului A;
s.a.m.d.

P ——
A 2+0%1) A, (4+0%)
Fig.1.

2. Al doilea grad de liniaritate - adiitivitatea unidimensionala - apare in momentul in care
un sir este vazut ca o progresie aritmetica de o anumita ratie. De exemplu, sirul 2, 4,..
este completat 2, 4, 6, 8,...

2 42 42 42
AT T

4] 6 s 10,
Geometric, termenii sirului reprezinta punctele A;, A;, As dupa cum se poate observa in
Fig 2. Interpretam ca acest grad de liniaritate corespunde unei cresteri pe orizontala.
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T

[A(2+0%)  Axd+0%) Ay6+0%i) .

Fig. 2.

3. Urmatorul grad de liniaritate identificat este transiatia si aditivitatea. Termenii sirului
2, 4,.. completat 2, 4, 2, 6, 2, 8 ... pot fi grupati in perechi de numere coespunzand
punctelor din Fig 3. Acest tip de completare corespunde geometric unei cresteri pe
verticala.

Bt %“\‘/"F _--‘.3__
2.4.112] 6,12] 8,
.

+2 +2
--+TA:(2+6*i)
o4l A (2+4%)

Fig. 3.

4. Urmatorul grad de liniaritate considerat este aditivitatea bidimensionala. In acest
caz, sirul 2,4,... este completat 2, 4, 3, 6, 4, 8,... Ca si in cazul anterior, se pot considera
perechile (2,4), (3,6), (4,8).

+1 +1

AT ™
3 64 B
R

+92 +2

Termenul general al sirului este reprezentat de z, = (Xn ,Yn) Unde Xn = Xp-1+1, Yn = Yn1
+2,n22, X; =2, y1 = 4. Se constata astfel o crestere pe ambele dimensiuni.

5. Ultimul grad de liniaritate identificat este denumit multijplicativitate, el sugereaza un
mod neliniar de gandire. Sirul 2, 4,... este completat 2, 4, 8, 16,...

8. 16, 32. ..

Geometric, acest mod de completare il interpretam ca pe o functie exponentiala (Fig. 5).
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//“
Fig. 5.
Exemplificare pentru matrici:
1.Translatie 2. Adit. unidim.
1 |a |a 1 |a |a 1 a |a
1 |a |a 2 /b b
1 |a |a 3 |¢c |¢
1 |a |a 4 |d |d
3.Adit si transl. 4. Adit. bidim. S. Multiplicativitate
1 |a |a 1 |a |a 1 a |a
1 |b |a 2 |3a/4a 1 |a*|a’
1 |c |a 3 |5a|7a 1 |a®|a?
1 |d |a 4 |7a|10a 1 |a* a*
fig. 6
Exemplificare pentru figuri geometrice:
1.Translatie

2. Aditivitate unidim.

4. Aditivitate. bidim.

I_I_II_I|’_I_I

5. Multiplicativitate
EEEEREE

Fig. 7

Exemplificare pentru itemul “Desenati mingea dupa aruncare”:
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O - translatie
- simetrie
- rotatie
- rotatie gresita

W

Fig. 8.

4, Concluzii

1. Gandirea liniard se manifestd mai degrabd in lucrul cu simboluri decat in cel cu
numere. O posibild consecintd a acestui fapt o reprezinta dificultatea in lucrul cu
elemente ce tin de spatii vectoriale.

Instrumentul care a stat la baza obtinerii acestei concluzii a fost diagrama de tip box
and wiskers, avand ca rol redarea distributiei raspunsurilor. In figura 9, pe axa verticala
sunt ordonate punctajele (de la 0 la 5) iar de-a lungul axei orizontale sunt plasate 5
diagrame box and wisker. primele 4 corespund celor 4 tipuri de itemi din chestionarul
primei faze - completare de matrice (T1_4), de siruri numerice (T6_17), de siruri de

simboluri (T18_21) si de figuri geometrice (T5_25) iar ultima reda cazul mediu
(TOTALGL).

Box P lot

g%

0 & TR 1] 25%75%

T Hon-dutlier Range
< Outliers
#  Extremes

T1I_4 TE_17 T13I_21 T5;25 TDTP:LGL
Fig. 9

Se observa ca cele mai bune punctaje, in sensul utilizérii unei gandiri tinzand spre
neliniaritate, s-au obtinut la intrebarile ce presupun lucrul cu numere. Aceastd
situatie este justificabild, in conditiile in care operarea cu numere este cea mai des
intalnitd in modul de prezentare al informatiilor matematice. In ceea ce priveste
lucrul cu simboluri sau reprezentdrile geometrice, punctajele s-au situat intre 0.9 si
2.2 din 5, indicand o tendinta mai accentuata de liniaritate in gandire.
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Aceasta situatie ar putea fi explicatd prin faptul ca in scoald se lucreaza foarte mult cu
numere si mai putin cu simboluri - de-abia in clasa a 12-a sunt introduse legile de
compozitie. Sugestia noastra in vederea imbunatatirii capacitatilor de intelegere, retinere
si operare cu notiuni de spatii vectoriale este exersarea lucrului cu simboluri incepand
din primele clase de liceu.

2. Constientizarea gandirii liniare duce la imbunatdtirea gandirii neliniare.

Acest fapt rezultd in urma analizdrii tabelului de corelatii (Tabelul 1) in care am
evidentiat coeficientii semnificativi din punct de vedere statistic. Unii dintre acestia indica
faptul ca persoanele care au cunostinte de spatii vectoriale obtin punctaje mai mari in
ceea ce priveste gradul de neliniaritate al gandirii

T1 4 T6_14 T16-18 T5_20 TOTALGL | TOTALSV
T1 4 1.00 0.08 0.22 0.27 0.46 0.15
T6_14 0.08 1.00 0.19 0.02 0.82 0.42
T16-18 0.22 0.19 1.00 0.33 0.52 0.25
T5_20 0.27 0.02 0.33 1.00 0.45 0.20
TOTALGL 0.46 0.82 0.52 0.45 1.00 0.47
TOTALSV 0.15 0.42 0.25 0.20 0.47 1.00
Tabelul 1

3. Transformarile liniare sunt realizate mai usor pe dreapta decat in plan sau in spatiu.

Itemul 26 din chestionarul fazei a doua cere completarea, pornind de la un desen dat, a
unei figuri reprezentand un segment avand lungimea egald cu dublul laturii paralele cu
axa Ox a triunghiului dat. 30% din respondenti au optat pentru construirea unui nou
triunghi pastrand dimensiuna initiala (doua patratele) coespunzatoare laturii Oy si numai
12% au optat pentru varianta dubldrii acestei dimensiuni. Restul variantelor de raspuns
nu s-au incadrat in niciuna dintre aceste doua situatii si nici nu au oferit posibilitatea
considerarii vreunei alte variante.

26. Raspunsuri

1 Transformare liniara pe dreapta -
s B O N I N 30%

Transformare liniara in plan - 12%
Fig. 10
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4. In cazul completarii de siruri numerice si al completarii de matrici este mai des
intalnita gandirea aditiva in detrimentul celei de grad 1 de liniaritate (fig. 11, fig. 12).
Spre exemplu, sirul 2, 4... este completat mai des 2, 4, 6, 8.. decat 2 4 2 4.. In
schimb, Tn cazul completarii sirurilor geometrice si a sirurilor de simboluri este mai des
intalnita gandirea pur liniard. Avand in vedere cd modul de gandire liniar faciliteaza
invatarea spatiilor vectoriale sugeram imbinarea modului clasic de predare cu metode
bazate pe reprezentdri si exemple geometrice. Un argument in plus care sustine aceasta
recomandare provine din analiza raspunsurilor la intrebdrile de spatii vectoriale, care
indica faptul ca operatiile cu vectori au fost usor retinute mai ales de la cursurile de
fizica din liceu.

an - T 0

60

50

Mo of obs
Mo of obs

%
.

el 7
2
10 7 -
o ;m 3 4 5
Fig. 11. Completare de matrice Fig. 12. Completare de siruri de simboluri

5. Modul de gandire liniar poate fi usor modificat cdtre unul complex, care permite
invdtarea unor notiuni cu grad sporit de abstractizare.

Aceasta se observa examinand raspunsurile primite la intrebarile pe care le-am denumit
“induse”. Un astfel de exemplu este itemul 7 din chestionarul corespunzator fazei 1 care
solicitd completarea sirului 1, 2, 4,... si este imediat urmator itemului in care se cere
completarea sirului 2, 4,... Cele doua probleme difera doar prin prezenta termenului 7 si
alaturarea lor are ca scop modificarea tipului de gandire catre unul neliniar. Se observa
ca o mare parte din respondentii care au oferit un rdaspuns de tip aditiv la itemul 6 au
rationat multiplicativ la intrebarea indusa (fig. 13, fig. 14).

Un aspect interesant ce poate fi tratat in cadrul unui viitor studiu pe aceastd tema este
tipul natural de gandire caracteristic indivizilor de gen masculin si a celor de gen feminin
si predispozitia celor doua genuri pentru retinerea si operarea corecta cu elemente de
spatii vectoriale.
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4 5
Que i ! ou7
Fig 13. Intrebare intiala: 2,4, ... Fig 14. intrebare indusd: 1,2,4,...

Aceasta idee este urmarea unei analize de tip Cluster in care am obtinut diagrama din
fig. 15. Aceasta confirma observatia privind distinctia intre lucrul cu numere si cel cu
simboluri — se observa grupdrile T1-4, T16-18 si T5-20, apoi separat T6-14 si ultima
grupare Definitii si Notiuni. In plus, faptul ca intrebarile la sectiunea legatd de spatii
vectoriale formeaza un cluster separat poate fi interpretat prin aceea ca cele doua parti
ale chestionarului, pe acest esantion, activeaza par{i diferite ale creierului.

In urma unei analize pe genuri a rdspunsurilor, una dintre concluziile fazei 1 a fost
aceea ca in ceea ce priveste neliniaritatea gandirij, fetele au obtinut scoruri mai mari
decat baietii, dar in ceea ce priveste spatiile vectoriale baietii au obtinut punctaje mai
mari. Rezultatele din faza a doua, insd, au infirmat aceasta ipoteza.

Tree Diagram for Variables
Single Linkage
Euclidean distances

Ti-4

T16-18

T5-20

T6-14

DEF+TH

NOTIUNI +EX

6 8 10 12 14 16 18 20
Linkage Distance

Fig. 15. Analiza Cluster
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Anexa 1.

Completati tabelele:

1. |1 1 1 2. |a a a 3. |1 a a 4. |1 a a2

5. Desenati mingea dupa aruncare.
‘ @ "

Completat;i sirurile.
6. 2,4, e
7. 1,2,4, s
8. 1,4
9. 1,4
10. 3,6
11. 0,1,
2,6
1,3
0,2

12,
13.
14.

15. Aiobservat cad daca vrei sa ajungi la scoald la ora 8 trebuie sa pleci de acasa la ora 7.
La ce ora trebuie sa pleci de acasd daca vrei s3 ajungi la scoala la ora 16.

Completat;i sirurile.
16, ¥ O e ———
B T

18. 12112 i,

Continuati desenele.

19. LL

20, _[ L[ 1

21. Cum procedezi pentru a retine o formula ?
22, Preferi un stil de viatd in care sa ai tot timpul de-a face cu situatii noi, sau mai degraba rutina ?
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Anexa 2.

Completati matricile.

1. |1 1 1 2. |a a a 3. |1 a a 4. |1 a

5. Desenati mingea dupa aruncare.

6.

7.
8.
9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16. -1, X, cooiiiiiiiiii e,
17. -1, 1/2, i,

>

<

~
~

p

~

~
~

~
~

Nror—o
—_
o

~

HHHNPWHHH
~PNWOFRrORMDIN

~

~

Completati sirurile urmatoare.
18. *°
19. X O X X
20. 12112
1 AL AADO

Continuati desenele.

22, 23.
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24. 25.

———

Completati careurile din partea dreapta prin transformarea figurilor date in careurile din partea stanga.

26.

27.

28. Completati careul conform modelului.
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29.

30.

31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

O companie de telefonie mobild are urmatorul regim de facturare pentru abonamentul Al:
e pachet de bazd cu 40 minute incluse care se factureaza cu 0,02$ / minut.
e fiecare minut vorbit dupd consumarea minutelor incluse este facturat cu
0,15$ / minut.
Gasiti o formuld care sa redea procedeul de calcul al facturii telefonice pentru abonamentul A1.

O persoana are de platit o factura telefonica in valoare de A$. Pentru fiecare zi de intarziere a platii se
aplica o penalizare de p% din suma de platd pentru ziua anterioard. Care este valoarea facturii dupa
nzile de intarziere?

Definiti notiunea de “spatiu vectorial”.

Dati cateva exemple de spatii vectoriale.

Precizati cateva notiuni pe care le-ati retinut legate de teoria spatiilor vectoriale.
Enuntati acea teorema de spatii vectoriale care vi se pare cea mai importanta.
In cadrul cdror materii v-au fost predate notiuni de spatii vectoriale?

Ati mai intalnit aceste notiuni si in alte situat;i?

Ce grad de dificultate considerati ca are teoria spatiilor vectoriale?

Ati retinut cu usurintd notiunile de spatii vectoriale? De ce?
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REZOLVAREA ECUATIILOR IN NUMERE INTREGI

Georgeta COJOCARU Ion COJOCARU

Scoala Generald Liviu Rebreanu
Mioveni, Arges

HOW TO SOLVE A DIOPHANTINE EQUATION?

Abstract. To solve a Diophantine equation is an ancient and important chapter in the
theory of numbers. The paper presents a few methods to solve such equations and
highlights the contribution of some scientists like Diofant, Pierre Fermat, René
Descartes in developing the theory of solving an equation within the set of whole
numbers. The paper contains applications in the field of solving an equation with an
unknown term or with two or three unknown terms.

Introducere
Rezolvarea ecuatiilor in numere intregi este un capitol vechi si important din teoria
numerelor. In dezvoltarea teoriei rezolvarii ecuatiilor in numere intregi, o contributie de
baza a avut-o Diofant (sec. III — IV i. Hr.). Lui Diofant i se atribuie afirmatia (fara
demonstratie) potrivit cdreia orice numdr este suma a cel mult patru patrate, cu alte
cuvinte, dat fiind 7€ N, ecuatia x> + y? + z2 + > = nare mereu solutii in multimea
numerelor naturale.
Posibilitatea descompunerii numerelor de forma A= (x2 + y?)(z2 + t?) ca sum3 de
patrate in doud moduri, adica

A= (xz + yb? + (xt — y2)?
sau

A= (xz—yb* + (xt + y2)?
tot lui Diofant din Alexandria i se datoreaza.
Problema generald a rezolvérii in numere intregi a ecuatiei x> + y% = z2 s-a pus in
secolul VI 1. Hr. in Scoala lui Pitagora.
Contributii remarcabile la dezvoltarea teoriei numerelor a avut si Pierre Fermat, el
afirmand c8 ecuatia x> + y % = p admite solutji in numere intregi dacd p este prim de
forma 4k + 1. O replica a acestei afirmatii este teorema Iui René Descartes: Un numar
de forma 4n — 1 nu poate fi nici patrat, nici suma a doud patrate, deci oricare ar fin,
ecuatiilex* + 1 = 4n six* +y* + 1 = 4n nu au solutii in mulfimea numerelor naturale.
In anul 1637, Fermat a afirmat ca ecuatia x" + y" = z", nu are solutjii in multimea
numerelor intregi pentru 7> 2.
Verificarea conjecturii lui Fermat a constituit si constituie una din cele mai dificile
probleme ale matematicii, rezolvata doar recent, in 1995 de catre Andrew Wiles.
Din cele prezentate putem trage concluzia cd desi matematica anticd era pusa in
serviciul cerintelor apropiate ale practicii, in cadrul procesului de invatamant (care
desigur nu avea caracter public), aceste cerinte au fost deseori depasite in favoarea
teoriei. Aceastd tendinta este caracteristica generala a cercetarii stiintifice.
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Ecuatii cu o singura necunoscuta
Fie ecuatia cu o necunoscuta

X"+ aX"  +axX"T i+ .+ an-1X+an=0, (1)
unde me Nsi &, &, ..., ane Z, an=0.

Ne punem problema rezolvarii ecuatiei in multimea numerelor intregi.

Daca numarul intreg x satisface ecuatia (1), atunci x este divizorul numarului intreg a;..
Cum a,, are un numar finit de divizori, toate solutiile in numere intregi ale ecuatiei (1) se
pot determina printr-un numar finit de inlocuiri succesive in ecuatia (1) a divizorilor
numarului intreg a,,.

Vom nota D, — multimea divizorilor intregi ai numarului 7, ne N.

1976 1973

1)  Aflati toate solutifle intregi ale ecuatiei x*°’® + x*¥73 + x1*0 -1 = 0.
Solutie. Dy = {+1} si, prin inlocuirea lui x cu +1, gasim ca —1 este singura solutie in

numere intregi a ecuatiei date.

2) Gasifi toate solutiile intregi ale ecuatier
16X1992 + 6X1976 _ 4X1974 + 23X1953 + 4X1950 +1=0

Solutie. D; = {*1} si, prin inlocuirea lui x in ecuatie cu +1, gasim ca —1 este singura
solutie In numere intregi a ecuatiei date.

3) Sd se gaseasca toate solutiile intregi ale ecuatiei
x> —5x*=3x> + 15x°* + 2x — 10 = 0.

Solutie. Calculam Dy = {*1, +2, +5, +10}. Toate solutiile intregi (dacd exista!) ale
ecuatiei date sunt elemente ale multimii Dy. Inlocuind pe rand necunoscuta cu fiecare
din elementele multimii Do, gdsim ca —1; 1 si 5 satisfac ecuatia datd. Deci acestea sunt
singurele solutii intregi ale ecuatiei.

4) Este posibil ca 1992% — 1992 — 1992 - 1991 + 2 s4 fie solutie a ecuatiei
%1992 _ 1991 _ (21991 _ 21992) ) (_l)n’ ne N?

Solutie. Calculam
A 1992(1992 -1-1991) +2=1992 .0+ 2 = 2.
Inlocuind pe xcu 2 in ecuatie si efectuand calculele obtinem
21992 _ 51991 _ (21991 _ 21992) (=)™,

a) Pentru 7 = numar par avem

21992 _ 21991 — 21991 _ 21992

2. 21992 -2. 21991 =0
s 21992 _ 0,
ceea ce este imposibil. Deci 2 nu este solutie a ecuatiei.
b) Pentru 7 = numar impar avem
21992 _ 51991 _ (21991 _ 21992) (1) 0=0

de unde rezultd ca 2 este solutie a ecuatiei.
Este deci posibil ca numarul de forma datd in exercitiu sa fie solutie a ecuatiei pentru n
numar impar.

=
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Ecuatii cu doua si trei necunoscute

1. Fie a, b, c e Z. 53 se rezolve in numere intregi ecuatia
ax + by =c.

Solutie. Fie d = (a, b). Vom arata mai intai ca ecuatia data are cel putin o solutie daca si
numai daca d| c
Intr-adevar, presupunem ca (xg, Jy) este o solutie a ecuatiei date, unde Xy, )y e Z. Deci
axp+ byp=c Cum d| asi d| b, atunci d| axp + byysideci d| ¢
Reciproc, presupunem ca d| ¢ Exista atunci g € Z astfel incat c= d - ¢.
Cum d = (g, b) atunci existd k, e e Z astfel incat ak + be = d. Deci

c=d- ¢ == aka) + Kea),
ceea ce ne aratd cd xp = kq, o = eq este o solutie in numere intregi a ecuatiei.
Presupunem in continuare ca d| ¢ Este evident ca facand in ecuatia data simplificarea
cu d putem presupune ca (&, b) = 1. Fie (x, o) 0 solutie particulara a ecuatiei; atunci x
=X + b, y= ) — at, unde te Z, constituie multimea tuturor solutiilor ecuatiei.
Intr-adevar, cum

dx+b)+ b p—-at)=ce axn+ b+ abt—bat=co ax+ by =¢
atunci
X=x+ bt y=y—at

sunt solutii ale ecuatiei (2). Invers, presupunem ca (x, )) este o solutie a ecuatiei (2).
Cum

axo+ bw=csiax+by=c
atunci

alx—-x)+ b(y—-y) =0
si deci
a(x—x)=-b(y-n)

ceea ce implica

bla(x=x)sialb(y— ).
Cum (g, bH)=1 atunci

bl x—-xsialy-—n.

Existd atunci te Z astfel incat x —x, = btsi deci x= x + bt. In acest caz egalitatea
a(x-x)=-b(y-mn)
devine
Y— W =-atsau y= y— at.
Se observa deci ca pentru a determina solutia generala a ecuatiei (2) este suficient sa
determinam o solutie particulara (x, )») a acestei ecuatii.

Ecuatiile de forma ax + by = ¢ sunt numite diofantice. Diofant rezolva asemenea ecuatji
cu coeficienti valori particulare, dar solutia era obtinuta prin rationamente aritmetice.

x+y? =2

4

2. Aratati ca sistemul
X*+y?=(z+1)’

nu are solutii in multimea numerelor intregi,

Solutie. Scazand membru cu membru cele doua ecuatii obtinem
Xx-1)=2z+1 (5)
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Cum x(x — 1) este numar par (produsul a doua numere intregi consecutive), iar 2z + 1
impar, relatia (5) este imposibild. Deci nu exista x, y, z intregi astfel incat sistemul (4)
sa fie verificat.

3. Determinati x € N din ecuatia 4 + 3 - 2* = 88.

Solutie. Observdm cd 0 nu este solutie a ecuatiei. De aceea, tratdm doar cazul xe N".
Avem
4+3.2=882%+3.2=882(2"+3)=2% 11
22X+ 3) = = 23(8 + 3) & 22X+ 3) = 2°(2%* + 3),
de unde se obtine x = 3.

4. S3 se determine x € N astfel incat
Xz - y2 = (_1)n : 91/
unden e N, jiary € (-0, =3]n [-3, +o0).

Solutie. Din y e (—oo, =3] N [-3, +) , deducem ca y = -3.
a) Pentru 7 numar par avem
x* —y% =91,
Cum y=-3sixe N, obtinem x? = 100, deci x = 10.
b) Pentru 7 numar impar avem
x> —y* =-91,
Cum y = -3 si xe N, deducem x* = —82, imposibil.
Deci x = 10 este unica solutie a ecuatiei.

5. Aflati numerele naturale x siy stind cd x> + y* = z°

reprezinta c. m. m. d. c. a/ numerelor x sry).

, farz = (x; y) (unde (x; y)

Solutie. Din (x; y) = z rezulta
z| xsiz|y.
De aceea
A x=a-z5iy=>b-2z
unde g, b e N. Inlocuind in ecuatie, obtinem
a’z’> + p?z2 = 7%,
deci
z¥a* + b?) = 2%,
de unde
a’+ p*=1.
Cum g, be N avem:
a) a=0sib=1
b) a=1sib=0.
De aceea, solutiile ecuatiei date sunt  x=0si y= 2z sau x= zsi y=0.

6. Determinati numerele reale pozitive a, b, c stiind ca suma patratelor lor este 4225,
lar fractiile %, % S/ < sunt echivalente.

12
Solutie. Transpunem datele problemei in urmatorul sistem
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a’+ b>+c*=4225
a_b_c
3 4 12°
- v ) ..a b c n
Ridicand la patrat fiecare membru al acuatiilor EZZ:E si notand cu m valoarea
sirului de rapoarte egale obtinut, avem

a b _c

de unde
a=9m
b’ =16m  (6)
c* =144m

Inlocuind in prima ecuatie a sistemului, obtinem
9m+ 16m+ 144m = 4225,

de unde
m = 25.
De aceea, solutia problemei date este
a=15
b=20.
c =60
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Universitatea din Pitesti Scoala Generald Liviu Rebreanu
Mioveni, Arges

HEURISTIC STRATEGIES IN GEOMETRY
FOR INEQUALITIES IN TRIANGLE

Abstract. In elementary geometry, many consequences can be derived starting from
the theorem of articulation. This article presents a series of inequalities in a triangle
developed in a context witch allows us to discover other cunning and generative ways
which are appropriate to heuristic strategies.

Teorema articulatiei
In cele ce urmeaza, vom evidentia cateva aplicatii ale urmatoarei teoreme, pe care o
vom denumi 7eorema articulatier.

Fie doua triunghiuri ABC s/ A'B'C' care au[AB] = [A'B’] s/ [AC] = [A'C']. Atunci
m(ZA) > m(£A) < BC > BC.
Demostratie
Sa presupunem mai intai cd
[AB]1=[AB],[AC]1=[ATC]sim(£A) >m(LA).
Construim punctul £ astfel incat
[AE]= [AC]sim(£BAE) = m(« BATC)
(cain figura 1).

c!

Figura 1

Atunci
A ABE= A ABC’ (L. U. L),
deci [BE] = [BC). Fie Fe (BC) astfel incat
2 (EAF) = £ (CAF).
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Dar
A AFE= A AFC(L. U. L.),
de unde rezulta ca

A [FE] = [FCI.
In A BEF,

BE< BF+ FE
de unde

BE < BF+ FC
Deci

BE < BC
Si deci
BC < BC

Reciproc, fie

[AB] =[AB), [AQ =[AC] si BC> BTC.
Vom folosi metoda reducerii la absurd. Presupunem cd m(ZA) < m(Z£A); din
demonstratia anterioara, obtinem ca [BC] < [B'C’] ceea ce contrazice ipoteza

Consecinte ale teoremei articulatiei
Consecinta 1. Inir-un paralelogram ABCD avem echivalenta
AC > BD & m(«£ B) > 90°.

Demonstratie. Consideram AABC si A ADB, in care AC > BD. Din teorema articulatiei
rezulta ca
m(Z£ B) > m( £ A).

Insa
m(Z£A) + m(« B) = 180°,
deci
m(Z B) > 90°.
D
Reciproc, daca /{f“--aﬁ__
. m(Z£A) + m( £ B) = 180° SN ﬁ““‘:;?c

SI K’j \\1 J_#_F,_,--”J Vi

m(£B) > 90° ST /
atunci . éﬂ” N/

m( £ A) < 90°. T N/
Deci [AB] = [BA], [AD] = [BC], m( £ B) > m( £ A) si din Figura 2 B
teorema articulatiei rezultda ca AC > BD.

Aplicatii

1. Intr-un triunghi, o mediand are lungimea mai mica decat
Jumatatea lungimii laturii opuse, daca si numai daca unghiul
ce se opune acestel laturi este obtuz. B

Demonstratie. Fie M e (BC ), [BM ] = [MC] si D simetricul
punctului 4 fatd de M. Patrulaterul ABDC, din figura 3, este Figura 3 b
paralelogram.
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Daca AM < BTC atunci

2 - AM< BG

de unde
AD < BC.

Folosind Consecinta 1, obtinem

m( £ A) > 90°.
Reciproc, daca m( £ A) > 90°, atunci, folosind consecinta 1, avem AD < BC, de unde

am="P _BC
2 2

2. Dacd intr-un patrulater convex doua unghiuri opuse sunt obtuze, lungimea
diagonalei formatd de cele doua varfuri ale unghiurilor este mai mica decat lungimea
celeilalte diagonale.

Demonstratie. In patrulaterul ABCD din figura 4,

m(£B) > 90°, m(~£D) > 90°. /”r
Fie Me (AQ) astfel incat [AM) = [MC). Al TN
In A ABC, [ BM] este mediang, iar m( £ B) > 90°; Z,-'/ M
folosind consecinta 1 rezulta ca BM < £. 30k | \'t, \“\_
2 3 | \m i
N | ] -
Analog, rezulta cd DM < % | | st
\'\\ | ] ,-f"-'z

Atunci in A BMD, BD < BM + DM, de unde e Mot

Fi Rt
< A AC e g3

Observatie. Relatia de inegalitate este mult mai usor vizualizata cu ajutorul paralelogra-
mului in care teorema articulatiei devine evidenta.

Consecinta 2. In triunghiul ABC, [BM] s/ [CN] sunt medianele corespunzatoare laturilor
[AC] s/ respectiv [AB]. Atunci
AB < AC dacd si numai daca BM < CN.

Demonstratie.
Daca BMn CN = { G}, atunci BG = %BM, G = %CN

si [AP] este mediand, unde {P} = AG n BC(figura 5). Ao
In A APB si A APC, [AP| = [AP), [PB] = [P si £
AC > AB. Folosind teorema articulatiei rezulta cd mhe S
m(ZLAPC) > m(ZAPB), de unde m(ZGPC) > .. W

> m( £ GPB). De aceea, GC> GBsi CN > BM. - e .
Reciproc, daca CV > BM, atunci CG > BG, de unde G -
m( £ GPC) > m( £ GPB), ceea ce este echivalent cu
m( £ APC) > m( £ APB). De unde AC> AB.

Figura 5
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Aplicatie. Un triunghi este isoscel daca si numai daca are doua mediane congruente.

Consecinta 3. In triunghiul ABC, [BD] si [CE] sunt inaltimile corespunzétoare laturilor
(AC) si (AB), D € (AC), E € (AB). Atunci AC > AB daca si numai daca CE > BD.

DemonstratieNom demonstra pentru cazul in care A ABC
este ascutitunghic, ca in figura 6.

Din m(«£ BDC) = m(«£ CEB) = 90°, rezulta ca BCDE este
patrulater inscriptibil, Tnscris in cercul de diametru [BC] si
centru O.

) in triunghiurile isoscele BOD si COE, avem
BO=DO=EO= CO=R,

unde R este raza cercului circumscris patrulaterului BCDE. Aplicand teorema articulatiei,
obtinem

Figura 6

m( £ BOD)=2m(£ OCD) si m(~ COE)=2m( £ OBE).

Dacd AC >AB, atunci m(£LABC ) >m(£ACB ), deci m(«£ COE) >m(« BOD) si atunci
CF> BD.
Reciproc, daca CE >BD, atunci m( £ COE )>m( £ BOD), de unde
m( £ OBA) > m( £ OCD)
si atunci, daca m(£ ABC) > m( £ ACB) rezultd ca AC> AB.

Aplicatie. Un triunghi este isoscel daca si numai dacd are doud indltimi congruente.

Teorema articulatiei si consecintele ei pot conduce la integrarea elementelor unui
triunghi in diverse figuri geometrice plane. Folosirea acestor strategii euristice poate
duce la invatare prin descoperire si poate permite adaptarea unor continuturi de
geometrie la nivelul posibilitdtii de intelegere a elevului.
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THE ROLE OF PROBLEMS IN TEACHING AND LEARNING MATHEMATICS

ABSTRACT. In problem solving situations it is important to identify what is known
and what is unknown. The paper proposes a modality to emphasize the way to
discover the solution by making a clear distinction between the two. A few examples
are provided for a strategy to make explicit judegement in problem solving. This
analysis leads to a clasification of problems that can be used in selecting
adequate school problems.

Lucrarea de fata prezinta rolul pe care il au problemele in predare. Adaugand
problemelor si o cale de rezolvare, le putem structura in mai multe forme, ce vor fi
prezentate in lucrare. Discutdam mai intdi termenul de problema pentru a circumscrie
continutul sau si a ne ocupa de metodele de rezolvare a problemelor si metodica
abordarii lor in clasa.

In general prin problemd se intelege o dificultate ce trebuie depdsita, o piedica ce
trebuie inlaturatd si aceasta nu se poate face prin folosirea unor mijloace cunoscute.
Ceea ce este dificil intr-o problema pentru cineva, poate fi simplu pentru altcineva, in
functie de pregatirea si experienta anterioara a persoanelor in discutie.

G. Polya [2] defineste notiunea de problema operational. Pentru Polya, ,a avea (sau a-ti
pune) o problemd inseamnad a construi constient o actiune adecvata pentru a atinge un
scop clar conceput, dar nu imediat accesibil. A rezolva o problema inseamnd a gasi o
asemenea actiune care in general contine un element de noutate, fie in organizarea
cunostintelor, fie in metode[1].

Prezentam in lucrare cateva interdependente intre datele si necunoscute unei probleme,
preluate din [4].

In structura oricarei probleme intervin trei elemente: datele si necunoscuta,
interdependenta dintre ele si intrebarea, care solicitd cel mai adesea gasirea unor noi
interdependente intre date si necunoscute. Addugand unei probleme si o cale de
rezolvare o putem structura in forma I=C, unde prin I am notat ipoteza (datele
problemei, dar si toate adevarurile stabilite anterior), prin C s-a notat concluzia si prin
»=" s-a notat procedeul, metoda de demonstratie prin care raspundem la intrebarea
problemei.

Cele trei elemente, in raport cu categoriile ,cunoscut” si ,necunoscut”, pot fi in mai
multe situatii.

1) I,C,— cunoscute : acesta este un exercitiu de verificare.

Exemplu. Sa se verifice cd

3/843+589./2 +3/843-589.42 =6.
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Calculul direct este imposibil. Sa profitam de faptul ca cele doua expresii de sub radical
sunt conjugate. Facem produsul lor si obtinem 16807 = 7°. Notdnd cu x si y cei doi
radicali se afla x y= 7. Cum sa ardtam ca x+ y = 6?
Sa cautam noi doua numere x si y, astfel ca x+ y= 6 si xy = 7. Rezultd

xX=3+ \/§,y=3-\/§.
Calculdm x ° si obtinem 843 + 589:/2. Deci 3/843+589-2 =3+\/§( iar al doilea
radical este 3 - v2). Deci x+ y = 3++2 +3-4/2 = 6.

2) I, = necunoscute si C necunoscut — problema-exercitiu de aplicare a unei metode
(rezolvarea unui sistem de ecuatii).

Exemplu. Aflati distantele de la vérfurile unui A

triunghi ABC, la punctele de contact cu cercul

inscris.

Solutie. Baza demonstratiei o constituie faptul ca

tangentele dintr-un punct la cerc sunt de lungimi C;

egale.

y+z=a y
zZ+x=b

B A
X+y=c Y 1 z

Prin adunare gasim: x+ y+ z = psiprinscadere: x=p—-a, y=p-b z=p-c

3) I, C cunoscute dar ,,= " necunoscut — problema in care dificultatea este de a gasi

calea, actiunea( procedeul necunoscut).
Exemplu. Sa se determine m astfel ca

£(x) = Jcos* x +m-sin® x ++/sin® x + m - cos? x

sa nu depinda de x.
Solutie. Sa punem conditia 7 (x) = 0 ? Ar fi complicat. Sa8 dém lui x doua valori pentru
care putem calcula pe sin’x si cos’xsi care sd nu difere prin 2k z. S8 punem conditia ca
sa obtinem valori egale pentru 7 (x).

) _ 1 m
F0)=1+m ; F(7) "2'/Z+_'
Este necesar ca 1 + ~/m = 2 “/%Jr%,deundem:Osau m= 4.

Daca f = constant, atunci m = 0 sau m = 4. Ramane sa verificdm daca, intr-adevar,
pentru aceste valori, f= constant.
1) m=0, £(x) = cos’x + sin’x = 1.
2) m=4, f(x)= \/cos4 X +4(1 - cos? x) +\/sin4 X +4(1—-sin’ x) = 2— cos’x +2 —
2
sin“x = 3.

4) I cunoscuta, iar =, C necunoscute — probleme deschise ( ce pot deduce din I ?)

Exemplu. Fetele unui tetraedru sunt triunghiuri congruente. Ce rezulta?
Solutie. AABC = ADBC , BC laturd comund, BD este congruent sau 1) cu AB sau 2) cu
AC
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A 1) Dacd [DB]=[AB], [DC]=[AC], rezults c& AACD

este isoscel cu varful in G iar AABD isoscel cu varful
in B; in acest caz tetraedrul se poate construi luand
B D doua triunghiuri isoscele AABDsi AACD suprapuse Si

rotind unul din ele in jurul lui AD pand ce [ BC | devine
C congruent cu [ AD].
2) Dacd [DB|=[AB], presupunand cd o fatd nu este
triunghi isoscel, rezultd [ DB | =[ AC |.Analog, obtinem
[DC]=[4B] si [BC]=[AD]. In ambele cazuri,

fiecare pereche de muchii opuse este formata din
segmente congruente.

Observatie. Se poate arata ca daca fetele sunt congruente, ele sunt triunghiuri
ascutitunghice.

5) =, C cunoscute si I necunoscuta - probleme rar intalnite in scoala (de tipul: din
ce poate proveni concluzia?).
Exemplu. Ce identitate sta ca idee pentru simplificarea fractiei:

_@b-c)y+b(c-a)y+c(a-b) ,
(@a-b>+(b-c)’+(c-a)
Solutfe. Consideram identitatea:
X3+ 3+ 2= (x+y+2)x P+ y?+ 22— xy-xz— yz) + 3xyz.
Dacd x+ y+ z =0, atunci x> + y> + 23 = 3xyz
Dacad in fractie punem la numardator x = a(b-¢); y=b(c-a);, z=c(a- b), iar
pentru numitor
x=a-b;, y=b-c;, z= c- asitinem seamaca x+ y+ z= 0 obtinem

Fe 3a(b-c)-b(c-a)-c(a-b) _
3(a-b)b-c)c-a)
Este aceeasi identitate susceptibila sa ne furnizeze probleme noi?

Iatd un exemplu! S& se rezolve ecuatia
(x=3b+a)® + (4x-5b +2a)° = (5x— b- 4a)>.

abc.

Solutie. Prin notatia vu= x-3b+ a, v=4x-5a+ 2bH, t=-5x+ b+ 43 avem u+ v+ ¢t
= 0 si ecuatia se scrie sub forma echivalenta
3(x-3b+ a)(4x-5a+ 2H)(-5x+ b+ 4a) = 0.

6) C cunoscutd; I, si = necunoscute — probleme in care se stie rezultatul si se
intreaba din ce ar putea proveni si pe ce cale. Sunt probleme de descoperire.

Exemplu. Se stie cd R = 2r ( R, r sunt razele cercului circumsris, respectiv inscris unui
triunghi). Gasiti o ipoteza si un procedeu pentru demonstrarea acestei inegalitaty.

Solutie. Consideram cunoscuta inegalitatea urmatoare.
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Dacd a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, atunci avem
a b c

+ >3.

b+c-a c+a-b a+b-c

Cum poate fi folosita aceasta inegalitate pentru a demonstra inegalitatea R > 2/?
Notdm: b+ c-a=x, c+a-b=y,a+b-c= 2. (1)
Numerele x, y, z sunt pozitive deoarece orice latura a unui triunghi este mai mica decat
suma celorlalte doud. Cupland relatiile (1) doua cate doua obtinem:
a= u, b:u, Cc= Xty
2 2 2
si inegalitatea dintre Iaturi devine

yrz X+z X+rv._ [ j LA 4 l(2+2+2)=3
2x 2y 2z X Z y z 2
Sunt cunoscute relatiile
abc S
=——, r=—,58= -a)p-b)p-c).
as S 5= Jpp-a)p-b)p-c)

Din relatiile (1) rezultd

X, V. z
-d=—y b = - =
p-a > p > p-C 5
Obtinem
R _ abcp _ abcp abc _
2 85?2 8p(p-a)p-b)p- c) (@+b-c)b+c-a)a+c-Db)

=()(+y)(y+z)(z+)()=_1+ y+z Xx+z Xx+y 21(1+3)=
8xyz 4 2x 2y 2z

Deci X >1 sau R=>or
2r

7) = cunoscut, I si C - necunoscute — probleme de creativitate; se foloseste un
procedeu si prin alegerea unei ipoteze convenabile se gdseste o concluzie interesanta.

Exemplu.

Procedeul:  Folosirea unor formule trigonometrice si identitati intr-un triunghi.
Ipoteza: xy+ yz+zx =1

Concluzia: S Z = axyz

2

+ = [}
1-x2 1-y? 1-22 (QA-x)A-yHA-2%

Solutie. Avand in vedere conditiile ce se impun si utilizand identitatea
A B B C C A
tgA+ tgB+tgC=1tgA-tgB-tgC; tg—-tg—+tg—-tg— +tg—-tg—=1,
g g g gA-1g5- g 9292 9292 9292
cu notatiile
C

A B
x=t9g—, y=t9g—, z=tg—
92 Yy 92 92



The role of problems in teaching and learning mathematics 39

se poate obtine identitatea conditionata ceruta.
( Se va folosi tg2a = Zt_g.aZ. )
1-tg°a
8) I, —, C — necunoscute - probleme de inventie. Subiectul (elevul sau profesorul)
alege singur ipotezele, calea de rezolvare, concluzia, construieste singur o problema.
Exemplu. Aratati ca puterea a treia a oricarui numar intreg este diferenta a doud patrate
de numere intregi, dintre care unul este multiplu de 9. Puteti deduce de aici cu ce este
egala suma

S=1+2+3+ ..+n’?

Solutie. Folosim identitatea

. {n(n+1)}2 _[n(n—l)}2
2 2

si faptul ca unul din numere n-1, n, n+ 1 este divizibil cu 3. Sau
ni=1+2+3+ .. +n-[0+1+2+...+(n-1)]

13 = 12- 02

22 =(1+2)7°-1°
F=(1+2+3)2-(1+2)3
FB=1+2+3+4)%-(1+2+3)?

P=1+2+3+..+nm*-[1+2+3+ ..+ (n-1)7

2
S=13+22+3+ ...+n3=(1+2+3+...+n)2=[@}

Aceste situatii conduc la o clasificare a problemelor, clasificare de mare valoare
didacticd, pentru ca ne poate ghida in selectarea problemelor de uz scolar, in abordarea
lor dupa dificultate, dupa cantitatea euristica pe care o incumba.
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O METODA SIMPLA DE OBTINERE
A DREPTEI SAU PARABOLEI DE REGRESIE

Monica-Gabriela GRUIA , Gherghina NICOLESCU
Scoala Generald Liviu Rebreanu,
Mioveni, Arges

A SIMPLE METHOD TO OBTAIN A STRAIGHT LINE
OR A REGRESSION PARABOLA

Abstract. In many laboratory activities the task is to find some physical constants.
These constants can be established by considering the incline of the straight line
representing the relation between two parameters of the body (x and y=f(x)) and the
crossing points of the straight line with the axes of coordinates or from the values of
the second degree polynomial, which represents this dependence. The straight line or
the parabola (obtained directly or through an approximation) are called a regression
straight line, respectively a regression parabola. The problem is to find out the
equation of the regression straight line y=ax+b or of the regression parabola
y=ax’+bx+c. The best method of finding out the values of the regression polynomial
is the method of the smallest squares, invented by Gauss. This method is laborious
enough and it can't be well explained to students who do not know the differentials.
This is the reason for presenting in this paper a method which has the advantage of
being more intelligible for students. The error introduced in this method — as
compared to the method of the smallest squares — is under the level of errors
introduced by the tools and the measurement apparatus or devices existing in a
school lab. The regression straight line and the regression parabola are often used to
estimate the value of y for a given x (that is finding out the most possible value of y
corresponding to a certain x), or vice-versa, estimating the value of x for a given y.

1. Determinarea gradului polinomului de regresie
Sa presupunem ca dispunem de date experimentale ce reprezinta relatia dintre doi
parametri, reprezentate prin puncte intr-un reper cartezian. O dreapta sau o parabola
care trece ,cat mai aproape” de aceste puncte se numesc dreapta de regresie sau
parabold de regresie, iar ecuatia acesteia se numeste formula de regresie.
In general, formula de regresie este exprimabila printr-un polinom, dar gradul acestuia
poate sa fie necunoscut. In acest caz, gradul polinomului trebuie determinat (de regula,
cea mai mica valoare posibild), o operatie care se poate face in felul urmator: pentru
mai multe valori ale Iui x, se masoara y=Ax) si se marcheaza intr-un grafic punctele
(X, ¥, apoi se unesc prin segmente de dreaptd, in ordinea cresterii sau descresterii lui x
si se numara cate urcari sau coborari sunt sugerate, nu aratate de linia franta obtinuta.
Numarul total de urcari si coborari sugerate este chiar gradul polinomului de regresie
necesar. Astfel:
- dacd linia franta nu are tendinta generald nici de urcare, nici de coborare,
curba de regresie este un polinom de gradul 0 (o constanta);
- dacd linia frantd sugereazd numai o urcare sau numai o coborare (ca in
semnele grafice \ si /), polinomul de regresie este de gradul I (o dreapta de
regresie);
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- daca linia franta urca numai o data si apoi coboara tot o singurd data (ca in
literele A, respectiv V), polinomul de regresie este de gradul II (o parabola de
regresie);

- dacd linia franta sugereaza litera N sau inversul literei N, polinomul de
regresie este de gradul III.

- daca linia franta sugereaza litera M sau litera W, polinomul de regresie este de
gradul IV.

Cazurile cele mai frecvente nu trec de gradul II, din acest motiv si aceasta lucrare nu
trece peste gradul II al polinomului de regresie.

2. Determinarea ecuatiei dreptei de regresie prin metoda simplificata
Prezentam in continuare o metoda de determinare a dreptei de regresie care presupune
calcule mai simple decat alte metode. O vom numi metoda simplificata.

Se presupune la inceput cd mai multe puncte experimentale Py(xi, 1), P2(x, )5), ...,
Pn(Xh, V) Se gasesc pe dreapta de ecuatie y =a x +b. Atunci fiecare pereche de valori
(X, y) verifica ecuatia dreptei, adica

yi=axi+b
Vo= ax+b

Adunand membru cu membru si impartind totul cu 77 se obtine
<y>=a<x>+b,

unde <x> si <y> sunt valorile medii ale parametrilor. Deci si centrul de greutate
C(<x>,<)y>) al multimii punctelor experimentale se gaseste pe dreapta data. Dar cum
un singur punct nu poate determina fara echivoc ecuatia dreptei de regresie, se poate
judeca in felul urmator: centrele de greutate Ci(<xi;, <yi>) si Co(<x>, <pp>) ale
jumatatilor ,inferioard” si ,superioara” ale punctelor experimentale se gasesc pe aceasta
dreapta. Deci este suficient sa fie cunoscute centrele de greutate ale celor doud jumatati
ale punctelor experimentale si dreapta de regresie este cunoscuta deoarece trece exact
prin aceste doua centre de greutate.
Desi in practica punctele experimentale nu se aseazda pe o aceeasi dreaptd, metoda
expusa aici poate fi in continuare utilizata.
Pentru obtinerea dreptei de regresie pentru un set de puncte experimentale se poate
proceda deci in felul urmator

- se ordoneaza punctele experimentale dupa x;

- se impart acestea in doua grupe egale (sau aproximativ egale);

- se calculeaza coordonatele centrelor de greutate ale celor doua grupe, C; si

Cy;
- eventual se traseaza pe grafic dreapta de regresie y =a x +b care trece prin
G si Gy
- panta dreptei de regresie este a = (<)»> - <pi>)/(<X> - <x>);
- termenul liber b = (<)1><x6>-<)r><x>)/(<X6>-<Xx1>).

Exemplu. Se dau urmatoarele 8 valori experimentale, pe care le impartim in grupe de
cate 4.
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X 1 2 3 4 5 6 7 8
y 2 3 5 4 7 6 7 10
Ves 2 3 4 5 6 7 8 9
Vem 2,083 | 3,060 4,036 | 5,012 | 5,988 |6,694 | 7,940 | 8,917
<x>=2,5 <x>=6,5
<y>=3,5 <y>=7,5

Deci dreapta de regresie trece prin punctele Cy(2,5; 3,5) si Cx(6,5; 7,5) si are a=1 si
b =1. Rezulta ecuatia dreptei de regresie y = x +1. .
Observatie. Cu metoda celor mai mici patrate s-ar fi obtinut @ =0,976 si b =1,107. In
tabel y.s reprezinta valorile lui y calculate cu ecuatia dreptei obtinuta prin metoda
simplificatd, iar yem care reprezinta valorile lui y calculate cu metoda celor mai mici
patrate. Se remarca faptul ca valorile calculate cu cele doua metode nu diferd prea mult
intre ele.

3. Determinarea ecuatiei parabolei de regresie prin metoda simplificata

La fel ca mai sus, presupunem mai intdi cd punctele Pi(xi, y1), P200%, 15), ... , Pa(X, Wo)
se gésesc pe o parabold de ecuatie y =ax?+ bx+c ; vom avea deci

n=ax’+bxi+c
Vo=axo’+bxo+C

Va=aX +bxa+C.

Adunand membru cu membru si impartind totul cu 7, se obtine
<y>=a<xX>+b<x>+¢

unde <x> si <y> sunt mediile aritmetice ale lui x, respectiv y, iar <x 2> este media lui
X°. Se poate spune ci <x>, <y> si <x 2> luate pentru treimea inferioard, medie si
superfoara verifica ecuatia data mai sus. Apoi, desi valorile experimentale ale lui x si y
nu se astern exact pe parabola de regresie y =ax > + bx +¢, impunem conditia ca
valorile medii pentru cele trei grupe sa verifice ecuatia parabolei de regresie. Astfel se
obtine un sistem de trei ecuatii cu trei necunoscute, din care se obtin solutiile g, 5, ¢
Practic se poate proceda deci in felul urmator:

- se ordoneaza valorile experimentale (x, y) astfel incat valorile lui x sa

formeze un sir monoton;

- seimparte acest sir in trei grupe aproximativ egale;

- pentru fiecare grupd se calculeazd <x>, <y> si <x*>;

- se alcatuieste un sistem de 3 ecuatii cu 3 necunoscute ( g, b, ¢);

- se rezolva sistemul si se scrie ecuatia parabolei de regresie.

Exemplu. Se dau urmatoarele 6 puncte experimentale, care se impart in trei grupe.

X 1 2 3 4 5 6
y 1 3 6 4 4 2
x? 1 4 9 16 25 36

Ves 0,625 | 3,375 | 4,875 5,125 4,125 1,875
Vem 1,000 | 3,437 | 4,771 4,983 3,971 1,871
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<xi>=1,5 <x>=3,5 <x3>=5,5
<y>=2 <)>=5 <ys>=3
<x*>=2,5 <x?>=12,5 <x3%>=30,5
Se obtine deci
2,5a+1,56+c=2
12,5a+3,56+c=5
30,5a+5,56+c=3

Solutiile sistemului sunt: @ = -5/8
deci parabola de regresie are ecuatia
y = (-5)+37x27)/8.

-0,625, b = 37/8 = 4,625 si ¢ = -27/8 = -3,375,

Observatil.
1. Graficul parabolei de regresie nu mai trece exact prin centrele de greutate ale grupelor

de puncte, dar trece foarte aproape de acestea, din cauza inegalitatii mediilor (media
patraticd este mai mare sau cel putin egala cu media aritmetica).

2. Metoda celor mai mici patrate ar fi dat (dupd calcule laborioase) a =-4/7= - 0,571,
b=146/35=4,171 si ¢ =-13/5=-2,6. In tabel, ys Si yem reprezinta valorile lui y date de
parabolele de regresie obtinute prin metoda simplificata, respectiv prin metoda celor mai
mici pdtrate, pentru aceleasi valori ale lui x; se observa si de aceasta data ca valorile
calculate nu difera foarte mult de la o metoda la alta.

3. Dreapta de regresie si parabola de regresie se folosesc deseori pentru estimarea valorii
lui y pentru o valoare x data (adica aflarea valorii celei mai probabile a Iui y
corespunzatoare unui anumit x), sau invers, estimarea valorii lui x pentru un y dat.
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A FRESH LOOK TO GEOMETRY

»,One of geometry research methods is to choose, from the immensity of its figures,

those which are connected by a certain dominant feature. They are less and being

connected they can be studied easier and can lead to some new specific features.”
Alexandru Myller

Abstract. Beginning with the second half of the last century, the screen of the
cinemas and TVs have accustomed us to the underwater landscape and now
everybody is watching with delight the gentle movements which change continuously
the forms of plants and animals which live in this environment. Could we invent a
geometry for the underwater flora and fauna? A geometry of the sea lilies which is
indifferent to the deformation of the geometrical figures? Yes! It was created in the
XIX-th century and was called 7opology. The term comes from “topos” which means
“place” in Greek and “/ogos”. In comparison with the usual geometry, where we
consider that all the figures are rigid and by movement they don’t change their shape
dimensions, such a geometry seems fantastic! In Euclidian geometry, a rectangular
triangle, for example, moved on its plane or transported by a translation and rotation
movement wherever in space, it remains the same rectangular triangle and the same
thing happens with any geometrical figure; that's why we can say that the Euclidian
geometry is metric or quantitative. But, in topology, when a figure moves, its shape
and dimensions change like the waves on the surface of the sea; the rectangular
triangle moved from its places may have changed into a rhombs, a hexagon, a circle
or any other closed figure with a bizarre outline, a sphere like a plasticine, or it may
be modeled in a cube, a pyramid, a cone or a cylinder, a seal or a crocodile. The
topology doesn't take into account the quantitative or metric properties of a figure,
but only those gualitative, non—quantitative and non - metric. The topology studies the
networks (curves which intersect) and the properties of the crossing points or those
which keep their relative positions towards other points, for example, the position of
the contact points of two curves or between two surfaces. We can place here the
problems concerning the roads (curves which connect two points), the labyrinth or the
maps and their coloring. The first book “7he introduction in the Topology” was
published, appealed by C. Fr. Gauss, by F. B. Listing, a professor and astronomer from
Gottingen. He introduced this new name, and not only Gauss, but also the other
mathematicians who study these problems, considered them belonging to the
Geomelry situs (geometry of position) or to the Analysis situs. The last term was used
even after the introduction of the name fopology. Although, topology, as a new
branch of mathematics appeared in the second half of XIX-th century, a more careful
research of the problems in the past, discovers some traces of the ideas which seem
to be new. So, Descartes established, in 1640, one of the formula considered to be
later fundamental in topology, and Leibniz wrote to Chr. Huygens (1629-1695):" 1
thing we need another analysis, a geometrical one, to show directly s/itum (position) in
the same way the algebra shows magnitudinem (size)".
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Din a doua jumatate a trecutului secol, ecranele cinematografelor si ale televizoarelor
ne-au obisnuit cu peisajul subacvatic si acum fiecare priveste cu desfatare miscdrile
pline de gratie prin care se schimba, in mod continuu, formele plantelor si animalelor ce
trdiesc in acest mediu. S-ar putea oare inventa o geometrie corespunzatoare florei si
faunei submarine? O geometrie a crinilor de mare, indiferenta la deformarile figurilor
geometrice? Da! ea a fost creatd in secolul al XIX-lea si a fost numitd 7opologie.
Termenul, compus din topos, care inseamna in greceste /oc sau pozitie si logos, aratd ca
domeniul topologiei cuprinde proprietatile figurilor geometrice care nu se schimba atunci
cand ele se deformeaza in mod continuu, fara sa fie rupte, indoite si lipite din nou. Fata
de geometria obignuitd, unde se considera ca toate corpurile sunt rigide si prin miscare
ele nu-si schimba forma si dimensiunile, 0 asemenea geometrie pare fantastica! In
geometria euclidiana un triunghi dreptunghic, de pilda, deplasat in cadrul planului sau
ori transportat printr-o miscare de translatie si rotatie oriunde in spatiu, ramane tot
acelagi triunghi dreptunghic gi, la fel se intampla cu orice figurd sau corp geometric, de
aceea se spune ca geometria euclidiand este metrica sau cantitativa. In topologie, insa,
cand o figura se misca, forma si dimensiunile ei se schimba ca si valurile pe suprafata
marii; triunghiul dreptunghic odatd mutat de la locul lui s-ar putea transforma intr-un
romb, un hexagon, un cerc sau in cine stie ce altd figura inchisa cu un contur oricat de
bizar, o sfera, aidoma uneia de plastilind, poate fi modelata intr-un cub, o piramida, un
con sau cilindru, o foca ori un crocodil. Topologia nu tine seamd de proprietatile
cantitative sau metrice ale unei figuri, ci numai de acelea calitative, necantitative si
nemetrice. Topologia cerceteaza proprietdtile figurilor ce se pastreaza atunci cand figura
se deformeaza, anume acelea legate de elementele de ordine ale punctelor, de numarul
nodurilor unei curbe (adica de punctele de intersectie dintre doua sau mai multe ramuri
ale ei), topologia studiaza refelele (multimi de curbe ce se intersecteaza) si proprietatile
punctelor de intersectie sau care pastreaza pozitiile lor relative fata de ale altora, de
pild3, ale punctelor de contact dintre doua curbe sau dintre doua suprafete. Aici fisi
gasesc locul problemele legate de drumuri (curbe care leaga doua puncte intre ele),
labirint sau harti si colorarea lor. Prima carte Introducere in Topologie a fost publicata,
la indemnul lui C. Fr. Gauss, de catre F. B. Listing (1808 — 1882), profesor si astronom
din Gottingen. El a introdus si acest nume nou, cdci atat Gauss cat si ceilalti
matematicieni, care s-au ocupat de asemenea probleme, le-au considerat ca apartin de
Geometria situs (geometrie de pozitie) sau de Analysis situs. Ultimul termen a circulat
incd si dupa introducerea numelui fopologie. Caci, desi topologia, ca o noua ramura a
matematicilor dateaza din a doua jumatate a secolului al XIX-lea, ca si in orice domeniu
nou creat, o mai atenta cercetare a problemelor din trecut descopera in ele urme bine
conturate ale ideilor ce pdreau sa fie noi. Astfel Descartes a stabilit, in 1640, una dintre
formulele considerata mai tarziu fundamentald in topologie, iar Leibniz, ii scria, in 1679,
lui Chr. Huygens (1629 - 1695): , Cred ca ne trebuie incd si o altd analizd, una
geometricd, care sa exprime direct situm (pozitia), asa dupa cum algebra exprima
magnitudinem (marimea)”. Leibniz s-a gandit la aceasta problemd, dar nu a publicat
nimic despre modul cum ar trebui tratatd. Abia peste vreo jumatate de veac au aparut
primele teoreme din acest domeniu intr-o lucrare a lui Leonhard Euler, intitulatd Solutia
unei probleme ce apartine geometrie/ de poezie, prezentata in 1736 Academiei din
Petersburg (azi Leningrad). Articolul a fost citit cu deosebitd placere nu numai de
matematicieni, dar si de toti care se distrau rezolvand probleme matematice, fiindca in
el se gdsea solutia unei probleme considerata pana atunci imposibila, cunoscuta astazi
sub numele de Problema celor sapte poduri din Kénigsberg (Kaliningrad). Aceste sapte
poduri, fusesera construite la inceputul secolului al XVIII-lea, peste raul Pregel, care
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trecea prin oras, inconjurand o insuld, numita Kneiphof, dand astfel posibilitati multiple
de a se ajunge la insuld. Pe cinci dintre ele se ajungea direct la insuld pe cand celelalte
doua poduri traversau doar cate un brat al raului. Locuitorii orasului se distrau incercand
sa strabatd cele 7 poduri numai cate o singurd datd si apoi sa se intoarca la locul de
unde au plecat, dar nu reuseau. Nereusita a transformat distractia in obsesie, dar
curand s-a constatat cd nici matematicienii nu au putut da vreo explicatie plauzibild
acestui fapt. In aceste conditii intrebarea a ajuns la Euler, care se afla pe atunci in
Petersburg.

El a stabilit ca problema, asa cum se prezenta ea, era imposibild si apoi a ardtat care
sunt criteriile dupa care se poate decide, in general, daca o asemenea problema este
sau nu posibila. Solutia problemei, a observat Euler, nu depinde nici de /ungimea
podurilor, nici de forma lor, nici de distanta, dintre ele, nici de mdarimea insulei, ci numai
de pozitia, adica de situatia, acestor poduri unul fatd de celdlalt. Tindnd seama de
aceste observatii, Euler a reprezentat drumul peste cele 7 poduri prin schita urmatoare,
in care insula a fost redusa la un punct.

In topologie, o astfel de figura avand forma unei
curbe inchise, strabatuta de mai multe linii interioare
care nu au nicio extremitate liberd, se numeste wn
drum sau o retea inchisd. Punctul de intalnire dintre
mai multe drumuri sau linii se numeste nod, ordinul lui
find acela al numarului liniilor care trec prin el. in
legdtura cu retelele finchise, se demonstreaza
urmatoarele teoreme:

1. Orice retea inchisa are un numar pereche de noduri
impare.

2. O retea fara noduri impare este inchisa.

3. Orice retea inchisa care are mai mult de doud
noduri impare nu poate fi descrisa complet, printr-o
singura trasatura continua.

Ultima dintre aceste teoreme da si dezlegarea problemei celor 7 poduri caci, privind
reteaua lui Euler, se constata cd ea cuprinde 4 noduri impare, dintre care 3 sunt de
ordinul 3, iar unul este de ordinul 5. Tot Euler a aratat in ce conditii s-ar putea parcurge
drumul peste poduri, catre insuld, astfel ca sa se treaca numai cite o singura data pe
fiecare pod, fara se te poti intoarce de unde ai plecat. Solutia aratata de Euler, in secolul
al XVIII-lea a fost adoptatd de locuitorii din Kaliningrad in secolul al XX-lea: ei au
construit efectiv cel de-al 8-lea pod peste Pregel, asa ca locuitorii lui se pot plimba,
strabatandu-le pe rand, fara a mai fi obligati sa treaca peste unul de doua ori.

Dar aceasta problema nu-i singura care apartine topologiei si a fost pusa mai inainte ca
aceasta stiinta sa se fi conturat. Iata alte doua exemple, stabilite in mod intuitiv, tot de
retele inchise ce se pot desena printr-o trdsatura continua la care, in plus, se revine la
locul initial. Una este pentagrama. ea are 5 noduri pare de ordinul 4 si deci dupa
teorema (2) poate fi trasatda in mod continuu. Cealalta este pecetea /ui Mahomed:
aceasta are forma a doud semiluni ce se intretaie si 4 noduri de ordinul 4. Legenda
spune ca Mohomed a desenat-o, pentru prima oara, cu varful iataganului pe nisip, fard
a-l ridica si fara a trece de douad ori peste o linie descrisa. Aceasta a impresionat pe cei
de fata si au atribuit acestei linii puteri de simbol.
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A

Nu orice retea inchisa poate fi descrisa printr-o trasatura
continua. De exemplu, se poate demonstra teorema: O
retea avand un numar pereche de noduri impare (2n)
poate fi descrisa complet prin n drumuri distincte.
Teorema generalizeaza astfel rezolvarea lui Euler relativ
la drumurile peste podurile de pe raul Pregel, in cazul
cand a adaugat o muchie in plus, (a 8-a), care leaga
doud noduri de ordinul trei, transformand astfel reteaua
in alta, numai cu doua noduri impare. Un exemplu care
intra in aceeasi categorie este patrulaterul complet, care
are douad noduri de ordinul trei. De aceea, figura se poate
descrie in mod continuu, pornind de la unul din aceste
varfuri si ajungand la celdlalt.

Problema podurilor de pe Pregel, I-a

condus pe Euler sa rezolve si pe aceea

a labirintului. Aceasta problema este

bine cunoscuta din antichitate. In

Istoria naturala, scrisa de Pliniu cel

Batrén (24-79 e.n.) se mentioneaza ca

faraonul Amenemhet al III-lea a

poruncit sa se construiasca primul

labirint. Dupa egipteni, regele Minos din

Creta a construit alt labirint, arhitect -

fiind Dedal, care s-a folosit de un plan

egiptean. Labirintul din Creta a ramas legat de aventura lui Tezeu. Dupa ce a ucis
Minotaurul, el a putut iesi de acolo datorita Ariadnei. Aceasta i-a dat un ghem de sfoara
prin care sa poatd gdsi drumul la intoarcere. In vremurile mai noi s-au construit diverse
alte asemenea labirinturi (in imaginea de mai sus apare schita cunoscutului labirint -
gradind din apropierea Londrei de la Hampton-Court). In revistele cu recreatii
matematice se gasesc adesea probleme care cer sa se afle calea de iesire din labirint, pe
drumul cel mai scurt. Ca sa rezolve problema, Euler a observat, mai intéi, ca iesirea din
labirint corespunde, de fapt, descrierii unui drum inchis, ori, labirintul nu este o refea
inchisa, el are cu sigurantda doud extremitati libere, intrarea si centrul lui. Considerand
aceste extremitdti drept noduri de ordinul I, rezultd ca in retea sunt cel putin doud
noduri impare si deci nici un labirint nu poate fi parcurs, strabaténdu-i cardrile cate o
singura data ca sa se revina la punctul de plecare. Ideea ingenioasa a lui Euler, dupa ce
a demonstrat teorema a doua, anume ca o retea fard noduri impare este inchisa, a fost
aceea de a transforma toate nodurile unui labirint in noduri pare. Adica in loc de a trece
o0 singura data pe fiecare carare a lui, se trece de doua ori, o data intr-un sens si o datd
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in sens contrar. In felul acesta toate nodurile devin noduri pare si reteaua este cu
siguranta inchisd, adica se poate iesi din labirint fard firul Ariadnei. Practic, se
procedeaza in felul urmator: imediat la intrare, se indicd pe cararea strabatuta sensul in
care a fost parcursa, iar atunci cand se ajunge la o raspantie se alege numai cararea
care nu a mai fost strabatutd inca, iar dacd nu se gadseste niciuna neinsemnata, se
porneste pe una dintre cararile strabadtute o datd, dar in sens invers decat arata semnul
de pe ea. Notand aceasta pe peretele opus primei insemnari se poate ocoli orice carare
care are doud insemnari pe ea.

O altd importanta problemd de topologie, de care mai este legat numele lui Euler, are
urmatorul cuprins: In toate poliedrele convexe, numarul fetelor adunat cu acela al
vérfurilor este egal cu numarul muchiilor marit cu doi. Notand cu F, V, si M, aceste
numere, rezulta formula: F+V = M+2. Inainte de Euler formula fusese descoperita de
Descartes, de aceea ea poarta numele Descartes-Euler. Teorema apartine deopotriva
geometriei 1n spatiu, cat si topologiei fiindca, daca aplicdm poliedrului convex o
deformare oarecare (adica il supunem unei transformari topologice), poliedrul se preface
intr-o suprafata curba, iar muchiile poliedrului se transforma in liniile unei retele care
pastreazad aceasta relatie intre elementele ei. Mai mult chiar, formula Descartes-Euler se
poate modifica in asa fel ca ea sa se aplice si in cazul unei retele de pe o suprafata
plana. In acest scop, se poate considera o suprafata poliedrala convexa deschisa, pe
care o putem obtine tdind din poliedrul convex —presupus gol in interior una din fetele
lui. Prin aceasta, numarul muchiilor si al varfurilor rdmane neschimbat, numai al fetelor
se micsoreaza cu o unitate. Formula se transforma deci in: F+V = M+1. O asemenea
suprafata poliedrald se poate deforma in mod continuu, panad ce se transforma intr-o
suprafata pland pe care se afld o anumitd retea, numitd conexa. Varfurile raman
punctele de pe plan, iar muchiile se transforma in anumite linii continue (deschise) care
unesc doua dintre varfuri. Ne-am oprit asupra acestei formule fiindca ea se gaseste
implicatd in istoria uneia dintre cele mai cunoscute probleme din istoria matematicilor
moderne, anume teorema celor patru culori. Debutul acestei probleme in domeniul
matematicilor s-a facut prin anul 1850, cand un geograf din Edinburg I-a informat pe
tandrul matematician Francisc Guthrie ca el foloseste ce/ mult patru culori ca sa coloreze
o harta impartita in regiuni, fara ca doua regiuni apropiate sa aiba aceeasi culoare si ca
procedeul este binecunoscut de geografi si aplicat in mod obisnuit, fiind si foarte
economic. Fr. Guthrie si-a propus atunci sa demonstreze aceasta si a formulat
urmatoarea teorema : «Patru culori sunt suficiente ca sa se coloreze harta unei tari,
impartita in regiuni, sau a unui continent impartit in tari, fara ca doua domenii aldturate
sa aiba aceeasi culoare». Teorema este cunoscuta de atunci sub denumirea de teorema
celor patru culori, Demonstratia nu a putut-o insd stabili tot asa de usor pe cat
formulase teorema. Fiind aratata profesorului August de Morgan (1806 - 1870) din
Londra, el a comunicat-o mai departe profesorului Arthur Cayley (1821 - 1895), pe
atunci la Cambridge. Acesta apus in 1878 urmatoarea intrebare Societatii regale de
matematici din Londra: Exista vreo demonstratie a afirmatiei ca sunt necesare patru
culori distincte pentru a colora o tara impartita in regiuni, in asa fel ca doua regiuni
vecine sa nu fie colorate la fel ? Raspunsul fiind negativ, Cayley a cercetat problema si a
publicat, in anul 1879, primul articol despre aceastd problemd, intitulat: Despre
colorarea hartilor. Aici el a enuntat teorema: Dacd o suprafata este impartita in mai
multe regiuni, oricum ar fi, ele se pot colora numai cu patru culori, in asa fel ca doua
regiuni ce se ating, sa aiba culori deosebite. Urmatoarele douda desene dovedesc ca
numarul de patru culori este necesar.
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In primul desen, suprafata este impértita in trei regiuni de forma unor sectoare de cerc
avand toate un punct comun si, doud cate douad, o linie comuna. La acestea se adauga o
coroana avand hotar comun cu fiecare din cele trei regiuni. Se vede clar ca patru culori
sunt necesare pentru colorarea ei. In cel de-al doilea desen, numadrul sectoarelor
interioare fiind patru, harta poate fi coloratda numai cu trei culori. In incheiere autorul
adauga: In toate cazurile cunoscute se poate vedea ca patru culori sunt si suficiente.
Dar nu am gdsit o demonstratie generald si este important sa explic in ce constd
dificultatea. Sa consideram un sistem de n arii colorate, dupa teorema, numai cu patru
culori, Daca adaugam a (n+1)-a arie, nu urmeaza numaidecat ca o putem colora tot cu
aceste culori, fara sa alteram coloratia originala. De pilda, daca coloratia originala ar fi
asa incat toate cele patru culori sd fie prezente pe marginea exterioard a celor n regiuni
s/ cea de-a (n+1)-a arie sa le inconjoare pe cele n, atunci nu ar fi posibil sa raména o
culoare pentru ea. Articolul a starnit dintr-o datd un interes deosebit pentru problema
aceasta, in particular, si pentru studiul topologiei, in general. Chiar in anul urmator A.B.
Kempe (1849-1922) a stabilit o demonstratie a teoremei celor patru culori, folosind
formula Descartes-Euler, adica analogia dintre o harta plana si o suprafata poliedrala
sau un poliedru. Mai intdi el a imaginat un procedeu prin care poate descompune o
hartd, ce ar fi colorata in patru culori, in domenii colorate numai cu doua culori, legand
intre ele acele regiuni invecinate de pe hartd ce sunt colorate numai cu doua culori
dominante dinainte stabilite si alese oricum din cele patru. Aceastd idee a fost
generalizata si a gasit aplicatii diferite in topologie, domeniile astfel fiind azi cunoscute
sub numele de /anturile lui Kempe. Schimband intre ele cele doud culori alese cu
celelalte doud, Kempe a ardtat cd se poate modifica colorarea hartii, in asa fel incat, in
orice varf sa nu fie folosite mai mult decat trei culori diferite. Ca sa ajunga la aceastd
concluzie, el a stabilit, pornind de la relatia Descartes-Euler o noua formuld, care leaga
intre ele numarul total al fetelor unui poliedru de numarul fetelor cu un anumit numar
de laturi. Articolul lui Kempe a placut prin ingeniozitatea lui si demonstratia Iui a fost
reluatd si de alti matematicieni. Asa s-a facut cd, in 1890, A.J.Heawood, pe atunci lector
la Universitatea din Durham, unde a ramas ca profesor pana la sfarsitul vietii, a aratat,
in articolul: 7eorema despre colorarea hartii, ca in formula pe care a stabilit-o Kempe
era o greseala de calcul si deci teorema celor patru culori nu fusese demostrata. El a
corectat formula si apoi a tras concluzia, de data aceasta definitiva, ca: sunt suficiente
cinci culori pentru colorarea oricarei harti plane sau sferice . Desi de atunci si pana
astdzi nu s-a gasit incd o demonstratie generalda pentru a lamuri in mod definitiv
problema, nu s-a gasit totusi nici un caz particular care sd o contrazica. Din contra, in
anul 1946, matematicianul belgian S.M. de Backer a aratat ca o harta care cuprinde
pana la 35 de regiuni poate fi colorata cu 4 culori. Prof. P.J.Heawood, care a publicat
articole legate de aceastd problema timp de 60 de ani, stabilind foarte multe relatii intre
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domeniul topologiei si acelea ale geometriei, algebrei sau aritmeticii, a mai dovedit si ca
probabilitatea ca sd se gdseasca o harta cu mai mult de 36 de regiuni care sa nu poata

fi coloratd cu 4 culori este mai micd decat 107090 =

o In toplogie, teorema celor

patru culori a ramas una dintre problemele deschise.

A.F.Mébius (1790-1868), unul dintre geometrii cei mai renumiti din secolul al XIX-lea, a
facut o descoperire uluitoare, anume ca pot exista suprafete cu o singura fata. Desi
aceste suprafete erau usor de construit si astdzi nu mai mira pe nimeni, in 1858, cand
Mobius a prezentat Academiei de stiinte din Paris memoriul despre forma si proprietatile

C
b 4
D
D
Yy
C

suprafetelor unilaterale, lucrarea nu a fost luata in consideratie, ea fiind privita ca
neserioasa. Exemplu de o asemenea suprafata cu o singura fata, numita azi banda /ui
Mobius, se obtine daca se taie un dreptunghi de hartie ABCD si dupa ce se rasuceste o
data, se lipeste marginea AB peste DC, asfel ca punctul A sa coincida cu C, iar B cu D.
Suprafata nu are decat o singura fata si o singurd margine, fiindca o musca o poate
parcurge fard sa sard peste margine, asa cum ar trebui sa faca, daca banda ar fi fost
lipita fara rasucire si ar fi format un cilindru. Daca ar fi sa se coloreze aceasta suprafata
ar fi de ajuns o singura culoare, pe cand, in cazul suprafetei cilindrice ar trebui,
eventual, doua culori: una in interior si alta in exterior. O alta proprietate tot
neobisnuita, apare atunci cand banda este tdiatd in doud, dupa linia xy, paralela cu
muchia ei. Intuitia ne face sa credem ca, prin aceasta tdiere, se obtin doua bucdti
identice, de fapt, se obtine o singura banda, de doua ori mai lungd, dar avand doua fete
distincte. Suprafata Iui Mobius este cea mai simpla dintre suprafetele unilaterale, este
deschisa si are o singurd margine. Exemplu de o alta suprafatad unilaterala inchisa, adica
fard nicio margine, a fost gasit de Felix Klein in 1882. Se numeste toru/ unilater sau
garafa lui Klein. Ea se poate obtine prin lipirea , de-a lungul marginii, a doua benzi
Mobius identice.

Desi nu tocmai usor de imaginat, in mod intuitiv asemenea suprafete pot fi
caracterizate, din punct de vedere topologic, prin proprietdtile lor invariabile la anumite
transformari.

Am vazut, prin formula Descartes-Euler, ca una dintre aceste proprietati invariabile este
exprimatda prin numadrul muchiilor, o alta prin numarul fetelor. Iata de pilda, cum se
prezintd, din punct de vedere topologic sfera si torul (covrig sau inel). Suprafata unei
sfere are doud proprietati ce se pdstreaza prin transformari topologice: a) nu are
margini; b) orice curba inchisa de pe suprafata ei o taie in doud parti separate.
Suprafata torului nu are nici ea margini, dar nu orice curba inchisa, de pe suprafata lui,
il taie In doud parti distincte. De exemplu, o curba meridianad si orice curba paraleld cu
ea nu 1l separa in doud parti distincte, ci numai il desface intr-un tub, ce ar putea fi
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deformat si transformat intr-un cilindru, deschis la ambele capete. Tot asa nicio curba
generatoare nu-l separd in doud parti distincte. Cilindrul in care a fost prefacut torul
dupa prima sectionare ramane mai departe o singura bucatd daca-i despicat dupa o
generatoare. Numarul maxim de curbe inchise, de pe o suprafata, care nu separa
suprafata in doua parti distincte (prin tdieturd), se numeste ordinul de conexiune al
suprafetei. Rezulta, din cele aratate, ca ordinul de conexiune al sferei este zero, pe cand
al torului, este doj, si deci aceste suprafete nu sunt echivalente topologic sau nu sunt
omeomorfe. Problema de cdpetenie a topologiei este sa recunoasca echivalenta
topologica a doua figuri. Acest lucru insa este destul de greu, si, desigur, ca nu poate fi
stabilit fara un studiu prealabil, facut dupa anumite criterii, asa cum si in geometrie
egalitatea sau asemdnarea figurilor se decide dupa anumite criterii, iar unul dintre
criteriile de echivalenta topologica este ordinul de conexiunea figurilor. Desi prin
lucrarile Iui Listing, Cayley si Mobius topologia s-a impus ca obiect de sine statdtor,
acesti matematicieni sunt priviti acum numai ca precursorii topologiei, drept creator al
obiectului fiind considerat Bernhard Riemann (1826-1866). In urma impulsului dat de
Riemann, alti cercetatori au aplicat metodele topologiei la diferite probleme de analiza,
mecanica-cereascq, fizica si altele.

Incepand din 1895, Henry Poincaré (1854-1912), considerat a fi, pana astazi, ultimul
savant universal in domeniul matematicilor, a dezvoltat ideile lui Riemann, stabilind
legdturi mai puternice intre metodele algebrice, combinatorii si topologice. La noi in
tard, academicianul Simion Stoilov a creat scoala romaneasca de topologie. Pe langa
numeroase lucrdri publicate de S. Stoilov in acest domeniu, in 1936 a aparut, la Paris, in
limba francezd, ca sd poata avea o mai larga raspandire, o carte cu caracter de
monografie, intitulata: Lectii despre principiile topologice ale teorfei functiilor. Aceasta
carte a fost scrisda de Simion Stoilow la indemnul profesorului sdu, matematicianul
francez Emile Borel (1871-1956) si a avut un deosebit rasunet in lumea topologilor de
pretutindeni. Dovada o avem in faptul ca i s-a cerut s3 pregdteasca o noua editie, si
aceasta, addugitd cu tot ce s-a mai descoperit in ultimii 20 de ani, a aparut, tot la Paris,
in aceeasi editurd, in anul 1956.
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THE CENTER OF PARALLEL FORCES

Abstract. In this paper, we draw attention upon the mechanics in order to solve
problems of physics that are related to parallel forces and especially to the centre of
parallel forces. In physics it is considered that if more forces act simultaneously upon
a body, these forces can be replaced by a single force which acts upon the body and
produces the same effect —the resultant force. In the case of concurrent forces,
students can determine the resultant force using the principle of the parallelogram.
Not the same thing happens in the case of parallel forces. This work aims to
determine the centre of parallel forces, giving examples for two parallel forces of the
same direction and of different direction as well as the geometric construction of the
centre of parallel forces for the two particular cases. It is necessary to explain the
composing of parallel forces in order to understand the composing of the forces that
act upon bodies as well as to determine the centre of weight of bodies.

If a system (S) of parallel forces Fi(/=1,2,....,n) applied in A (/=1,2,...,n)

points which can slip on their props act upon a rigid solid, then the resultant of the

system of forces (S) will be R(S) =Y F = (Z/—jju =F-u, whereF =) Fand u
i=1

=1 i=1

is an unitary vector. The resultant moment of the system of forces to any pole O is

M (S)= ZHZOA/J-'/ = (Zn:/-TOA/')u.
i=1 /=1

According to the result of the canonic reduction, a system of forces can be reduced to
a force applied on a certain axis and to a couple of linear moment with the same
force, the (S) system of parallel forces is equivalent either with an unique force
applied on the central axis of the system or with a couple or with zero.

1. Introducere

Dintre stiintele fundamentale ale naturii, cea mai veche pare sa fie mecanica. Mecanica
studiaza forma cea mai simpla si mai larg intalnitd de miscare a materiei: deplasarea
reciproca a corpurilor de dimensiuni uzuale, sub actiunea lor reciproca sau a fortelor
care produc sau modifica aceasta deplasare in cursul desfasurarii ei. Mecanica are ca
scop sd deduca din date experimentale, principiile generale care sa permita descrierea i
prevederea fenomenelor de miscare mecanica sau de echilibru al corpurilor. In mecanica
s-a facut cea dintai aplicatie a matematicii la studiul cantitativ si calitativ al fenomenelor
naturii. Mecanica este cea mai matematizata stiintd, mult timp ea fiind considerata drept
0 ramura a matematicii.

Opera lui Newton si cea de mai tarziu a lui Lagrange parea sa fi redus mecanica la o
stiintd pur decorativa, utilizand metodele analizei matematice. Dar cum mecanica a
servit In secolele XVIII si XIX ca baza pentru dezvoltarea fizicii, este de inteles de ce
mecanica este considerata de unii doar un capitol al matematicii sau un capitol al fizicii.



The center of parallel forces 53

In realitate, mecanica nu se rezum& doar la principiile newtoniene si la consecintele
matematice ale celor trei legi celebre enuntate de Newton, ea este o stiinta teoretica si
experimentald®.

Dezvoltarea mecanicii s-a facut simultan cu cea a matematicii, progresul uneia dintre
aceste stiinte avand drept consecintd progresul celeilalte. Putem afirma cd mecanica
este prima dintre stiintele naturii care a utilizat in cel mai inalt grad metodele de
investigatie matematicd, pe langa metodele experimentale si de observatie. Astfel,
dezvoltarea mecanicii a constituit un model si pentru celelalte stiinte ale naturii ca:
fizica, chimia si biologia, care au urmat si urmeaza un proces de matematizare analog.
Pe de alta parte, mecanica serveste ca fundament pentru studiul acestor stiinte,
deoarece orice forma superioara de miscare a materiei, cum ar fi cea fizica, chimica sau
biologica, cuprinde in mod necesar formele de miscare mai simpla ce constituie obiectul
mecanicii.

Studiul fizicii incepe obligatoriu cu cel al mecanicii ale cdrei notiuni fundamentale si legi
fundamentale (principiile mecanicii) sunt apoi folosite in toate capitolele fizicii.

In aceasta lucrare evidentiem necesitatea cunoasterii notiunilor matematice si de
mecanica pentru rezolvarea problemelor fizicii legate de forte paralele si in special de
centrul fortelor paralele.

La fizicd, in studiul compunerii fortelor, se considerd ca daca asupra unui corp
actioneaza simultan mai multe forte, aceste forte pot fi inlocuite cu o singura forta care
actionand asupra corpului produce acelasi efect - forta rezultanta. Pentru determinarea
fortei rezultante in cazul fortelor concurente, elevii cunoscand principiul paralelogramului
pot determina usor aceastd fortd rezultantd. Nu acelasi lucru se intdmpla si cu
compunerea fortelor paralele.

Lucrarea isi propune sa determine matematic centrul fortelor paralele, exemplificand
pentru doua forte paralele de acelasi sens si de sens opus, cat si constructia geometrica
a centrului fortelor paralele pentru cele doua cazuri particulare.

Explicarea compunerii fortelor paralele este necesara atat pentru intelegerea compunerii
fortelor ce actioneaza asupra corpurilor, cat si pentru determinarea centrului de greutate
al corpurilor.

2. Centrul fortelor paralele
Daca asupra unui solid rigid actioneaza un sistem (S) de forte paralele £ (/ =1, 2,...., n)

aplicate in punctele 4 (=1, 2,..., n), ce pot sa alunece pe suporturile lor, atunci
rezultanta sistemului de forte (S) va fi:

R(S):ZH:F,:[ZH: ,Ju=F-u (1)

unde F :ZF,. si u este un vector unitar (adica un vector paralel cu directia fortelor
/=1
considerate si cu un sens bine determinat); f=Au, (/i =1, 2,..., n)

* Caius Iacob - Matematica aplicata si mecanicd
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Fig.1 Centrul fortelor paralele
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Momentul rezultant al sistemului de forte (S) fata de un pol oarecare O este:
MD(5)=ZOA,-F,=[ZF,-OA,JU (2)
i=1 /=1

Ansamblul {R, M S)} formeaza torsonul z,(S) in polul O.

Conform rezultatelor de la reducerea canonica (un sistem de forte poate fi redus la o
forta aplicata pe o anumita axa si la un cuplu de moment collinear cu aceasta forta),
sistemul (S ) de forte paralele este echivalent fie cu o forta unica aplicata pe axa
centrald a sistemului, fie cu un cuplu, fie cu zero®.

Determinam centrul fortelor paralele pentru doua cazuri:

1) F#0

2) F=0

Cazul1) F#0 =R =0

Daca F =0, sistemul de forte paralele este echivalent cu forta unica R(S ) data de
relatia (1) si care este aplicata pe axa centrala a sistemului. Aceasta axa, paralela cu u,
trece prin punctul G definit prin:

0G=13F 0n, 3)
Fi=
si avem:
ZF/ 'OA/
M0(5)=HT.HJ=OG-R(5) (4)

Aceasta relatie ne aratd ca daca consideram sistemul (z ) format din forta Fg(S)

aplicatd in punctul G definit in relatia (3) si egald cu R(S), tensorul lui (Z ) este egal

in polul O cu tensorul lui (S). Deci, sistemul (S ) este echivalent cu forta Rg(S ); axa
centrala a lui (S) este suportul lui Rg(S).
Se observa ca momentul rezultant al sistemului (S) in polul G este nul.
Ms (8)=M,(5)+GO-Rs(S) =0 (5)

Acelasi lucru rezulta si din relatia (4) pentru O=G.
Punctul G definit de relatia (3) se numeste centrul/ fortelor paralele. El poseda cateva
proprietati remarcabile precum:

e Nu depinde de alegerea originii O — polul fata de care se calculeaza momentul

rezultant al sistemului de forte;
¢ Depinde numai de punctele de aplicatie ale fortelor;
e Este independent de directia fortelor paralele, adica de versorul u.

> Caius Iacob — Mecanica teoreticd, EDP, 1980
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Putem concluziona pentru acest caz: centrul fortelor paralele nu depinde decat de
madrimile algebrice ale fortelor si nu de directia lor. Aceasta proprietate conduce la
definitia centrului de greutate.

Cazul 2) F=0 = R=0

Daca F =0, sistemul de forte paralele (S5) este echivalent cu un cuplu de moment M(5)
perpendicular pe directia comuna a fortelor. Daca momentul cuplului, M(S ) este nul,
sistemul este echivalent cu zero.

Expresia momentului M(S) poate fi acum:

M(5)=b(5)-u (6)
unde
b(S)=3F -0A, ()

Vectorul b(S') depinde numai de sistemul (5) si nu depinde de alegerea punctului O.
Mai putem afirma ca sistemul (S), de rezultanta generala nula, este echivalent cu un
cuplu sau este echivalent cu zero, dupa cum

a) b(S) este diferit de zero si neparalel cu u

b) b(S) este nul sau este paralel cu u

3. Cazuri particulare de compunerea fortelor paralele

3.1 Cazul a doua forte paralele si de acelasi sens

3.1.1. Centrul a doua forte paralele de acelasi sens

Fie fortele paralele si de acelasi sens FiI=Au si F=FAu aplicate in punctele A4; si
respectiv 4 cu />0 si />0 (fig.2).

Fig.2. Centrul a doua forte paralele de acelasi sens

Conform rezultatelor precedente, centrul G al acestor forte este definit prin:
OG:/-'1-0A1+/-'2-OA2 8)
Fi+F,
unde O este o origine arbitrara. Acest centru se gdseste pe segmentul A; 4.
Din punct de vedere fizic, rigidul este in echilibru daca momentele fortelor sunt egale,
adica

F1'd1:F2'd2 (9)
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unde @ si respectiv @ sunt distantele de la centrul fortelor paralele G la suporturile
fortelor.

Momentele lui F; si F; fata de G sunt perpendiculare pe planul definit de suporturile d; si
@ si care contine punctul G. Ele sunt egale in marime, dar de sens opus, ceea ce implica
Mc(5)=0.

Sistemul (S) format din fortele F; si F, este echivalent cu o forta unica Rg(S)= F +F
aplicatd in G (centrul fortelor paralele), iar punctul Gimparte segmentul A;4 in raportul
AG_A (10)

AG F

Din figura 2 observam cd AGAB, si AGA,B, sunt asemenea si avem
AG _a _h

AG d, F
Regasim astfel relatia 9 care caracterizeaza centrul fortelor paralele, G.

3.1.2. Constructia geometrica a centrului a doua forte paralele de acelasi
sens

D>

Fig.3.

Se construieste din A4; pe suportul lui £ vectorul A1 @y=-F; si din A, pe suportul lui /
vectorul A, @=F;. Intersectia & a dreptei @@, cu dreapta A;A4; coincide cu punctul G
fig.3).
E)ig ageménarea triunghiurilor GA, Qs i GoA Q> avem:

AQ _AG _F

AQ  AG, F
Astfel ajungem la concluzia c@ & si G apartin segmentului A4 pe care-l impart in
acelasi raport. Deci & coincide cu G.

3.2 Cazul a doua forte paralele de sens opus
Consideram fortele Fi=Fu si RL=Fu cu A>0 si ~<0.
Daca £ + F, # 0 avem centrul G al acestor forte definit prin:
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F-OA, +F -0OA,
F+F

Q Daca A +F, >0, deci daca
forta F este de mdrime mai
mare ca aceea lui / ,atunci
punctual G se gaseste in
exteriorul segmentului A4, ,
pe portiunea negativa a axei
d, iar rezultanta R=(A+A~)u
aplicatd in G are sensul lui
F.

Daca F +F <0, dacd forta

0G =

(12)

F; este de mdrime mai mica
decat marimea lui / , atunci
punctul G se gdseste pe axa
d, pe portiunea pozitiva, la
exteriorul segmentului A4,
la dreapta lui 4 (figura 4).

Constructia geometrica a punctului G

Se considera vectorii A4 @i=F> si A2@>=-F; aplicati respectiv in A; si 4. Dreapta QO
ce uneste extremitatile lor intersecteaza dreapta Ai4 in punctul G.

Din asemanarea triunghiurilor GA; @ si GAQ, avem:

_’4101 :G_Al (13)

AQ, GA
unde ’4101 =|F2| Si AzQz =|’l:1|
Observatie. Sistemul de vectori paraleli format din {-FA , -FR} aplicati in 4 si A
admite acelasi centru ca sistemul {F , F}.

Am considerat important sa prezentam compunerea fortelor paralele, la nivelul de
intelegere al elevilor de gimnaziu deoarece la rezolvarea problemelor legate de
compunerea fortelor, elevii sunt tentati sa reprezinte fortele concurente a caror directie
face un unghi de 0° ca doud forte paralele putin distantate. Totodatd acest lucru este
necesar si pentru intelegerea determinadrii centrului de greutate al corpurilor.
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O CUTIE... DAR NU A PANDOREI!
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A BOX ... BUT NOT PANDORA’ S!

Abstract. Johan Peter Gustav Lejeune-Dirichlet was one of the greatest
mathematicians of the XIX-th century. Due to him we have “the box principle” or “the
drawers principle” which says: if we place n + 1 objects in n boxes then at least one
box contains at least 2 objects”. Another term for this principle is “the rabbits and
cages principle”. To apply the Dirichlet’s principle in problem solving we need to
indicate which (what) are the “boxes” and which (what) are the “objects”. Even if
Diriclet’s box principle is based on one of the simplest mathematical observations,
solving problems by using this method is not an easy task. Many problems (especially
for geometry) can be solved using the Dirichlet’s principle. For example:

a) if on a segment with the length /there are situated some segments with the sum of
their lengths bigger than /, then at least two segments have a common point;

b) if inside a figure with an area S we placed some figures with the sum of their areas
bigger than Sthen there are at least two figures which have a common point;

c) if the figures F;, F; ..., F, with the areas S;, S, ..., S, are included in the figure F
with its area Sand S;+ S>+ ... + S, > kSthen k£ + I from the figures £, £, ..., F
have a common point.

Care este principiul cutiei?

In multe dintre problemele de matematica scolara se utilizeaza in rezolvare principiul
cutiei, numit si principiul lui Dirichlet.

Dirichlet a influentat decisiv dezvoltarea multor ramuri ale matematicii. De exemplu, el a
fost primul care a observat ca in unele inele de intregi patratici, descompunerea unui
numar ca produs de factori ireductibili nu este unicd. Aceasta observatie a avut ulterior
implicatii profunde in dezvoltarea teoriei numerelor. In teoria numerelor, Dirichlet a
demonstrat, printre altele, teorema : Daca a si b sunt numere intregi si (a,b) =1, atunci
in sirul (an+b),-y existd o infinitate de numere prime. In teoria potentialului s-a ocupat
de existenta functiilor armonice si tot el a dat si conditia Dirichlet pentru convergenta
seriilor trigonometrice.

Tot lui Dirichlet ii datoram principiul cutiej, care face subiectul acestui articol. Principiul
cutiei se poate enunta astfel: Daca plasam n + 1 obiecte in n cutii, atunci cel putin o
cutie contine cel putin 2 obiecte. Un alt enunt, poate mai sugestiv, este urmatorul: Dacd
repartizam n iepuri in n + 1 custi, sigur va fi o cusca in care stau cel putin doi iepuri, De
aceea, acest principiu se mai numeste si principiul iepurilor si custilor.

Pentru aplicarea principiului lui Dirichlet este necesar de indicat cine (ce) sunt cutiile si
cine (ce) sunt obiectele. Chiar daca principiul cutiei lui Dirichlet se bazeaza pe una din
cele mai simple observatii matematice, rezolvarea problemelor folosind aceasta metoda
nu este o sarcina prea usoara. Exista destule probleme ale caror solutii se pot obtine
mult mai usor daca se foloseste principiul cutiei lui Dirichlet.
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Exemple

Problema 1. (Olimpiada de matematica — faza judeteana — clasa a V-a 2006, Arges)
Demonstrati cd din oricare 4 numere naturale diferite putem alege doua astfel incét
suma cifrelor diferentei lor sa fie multiplu de 3.

Solutie. Restul impartirii unui numar natural la 3 este unul din numerele 0, 1 sau 2 si
cum avem 4 numere, atunci conform principiului cutiei lui Dirichlet exista douda numere
naturale, care dau acelasi rest la impartirea cu 3. Diferenta acestor doud numere va fi
divizibila cu 3, deci suma cifrelor diferentei va fi multiplu de 3, conform criteriului de
divizibilitate cu 3.

Problema 2. S3 se demonstreze cd, printre orice sase numere intregi exista doud
numere a caror diferenta este divizibild cu 5.

Solutie. Restul impartirii unui numar intreg la 5 este unul din numerele 0, 1, 2, 3, 4,
deci sunt 5 resturi si cum numarul numerelor intregi este 6 (mai mare decat 5), atunci,
conform principiului lui Dirichlet, exista cel putin douda numere intregi care dau acelasi
rest la impartirea cu 5. Rezultd ca diferenta lor este divizibild cu 5.

Problema 3. 53 se demonstreze ca pentru orice numar natural n>1, exista un numar
natural format din cifrele 0 si 5, divizibil prinn.

Solutie. Consideram numerele & = 50, & = 5050, ... , & = 5050...50 pe care le

2n
repartizam in cutii numerotate cu numerele 0, 1, ... , 7 -1 (care reprezinta resturile
impartirii la 77). Dacd in cutia 0 este un obiect (adica un numar), atunci problema este
rezolvatd. In caz contrar, n obiecte sunt plasate in 7 -1 cutii si conform principiului lui
Dirichlet, existda doud obiecte plasate in aceeasi cutie. Deci, exista doua numere care
dau acelasi rest la impartirea prin n. Diferenta lor va fi divizibild prin »n, iar diferenta lor
este un numar format tot din cifrele 0 si 5.

Problema 4. Se considera doud numere naturale m sin. Se cere sa se determine dacd
existd doua numere naturale si distincte p siq, astfel incat mP - m9 sa fie divizibil cun.

Solutie. Consideram numerele 7P, m',n?,...,m". in total sunt 7 + 1 numere. Resturile
impartirii acestor numere la 7 sunt din multimea {0, 1, ..., 7-1}. Sunt in total n resturi,
generate de n + 1 numere si atunci, conform principiului lui Dirichlet, exista doua
numere distincte 77 si m care dau acelasi rest la impartirea prin n. Rezulta ca diferenta
mP - m este divizibila cu n.

Problema 5. Se considera o multime C de cifre care sa contina si cifra 0. Sa se
determine un multiplu al unui numar n care este format din toate cifrele din C.

Solutie. Fie C = {cy, ¢y, ... ,& multimea cifrelor date. Sa presupunem cx = 0. Vom
considera numadrul A = ciC,...ck Si sirul de numere: x;=A, xo = AA, x3 = AAA, ...,
Xn=AA...A ( de n ori).

Resturile impartirii lui x; la n sunt numere intregi din multimea {0,1,...,n-1}. Daca unul
din resturi este 0, atunci numarul corespunzator este solutia problemei. In caz contrar,
vom avea n-1 tipuri de resturi generate de n numere, deci, conform principiului lui
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Dirichlet, doua resturi sunt egale si daca scadem numerele corespunzdtoare (X — Xj )
vom obtine un numar divizibil cu n (pentru ca restul impartirii la n este 0).

Problema 6. Demonstrati ca printre oricare n numere naturale nenule, cel mult egale
cu 2n-2, exista doud numere care au suma impara.

Solutie. Construim multimile {1, 2}, {3, 4}, ..., {2n-1, 2n-2}. Vom avea in total n-1
multimi. Alegand n numere, conform principiului lui Dirichlet, existd doua numere care
apartin aceleiasi multimi, iar suma lor este impara.

Problema 7. Fie A o multime cu n elemente. Sa se arate ca, daca alegem mai mult
decat jumatate dintre submultimile multimii A, atunci doua dintre acestea au
proprietatea ca una este inclusd in cealalta.

Solutie. Stim cd o multime cu n elemente are 2" submultimi. Fie x un element din A si
fie B = A — {x}. Pentru fiecare submultime S a lui B vom forma perechea { S, S U {x}}.
Aceste perechi formeaza o partitie a multimii A. Dacd alegem mai mult de jumatate
dintre submultimile lui A, conform principiului cutiei, vor exista doud care se afla in
aceeasi pereche, iar doua multimi din aceeasi pereche au proprietatea ca una din ele
este inclusa in cealalta.

Problema 8. Inir-o cutie sunt 12 bile roz, 10 bile mov, 10 bile verzi si 6 bile orange. Se
extrag din cutie n bile la intdmplare. Sa se determine numarul minim de bile ce trebuie
extrase, astfel incat sa avem:

a) nu mai putin de 4 bile de aceeasi culoare;

b) céte o bild de fiecare culoare;

c) cel putin 4 bile de culoare mov.

Solutie. a) Numarul minim este 13, atunci cand se extrag cate 3 bile de fiecare culoare
(12 bile), iar ultima va avea aceeasi culoare cu una din celelalte grupe.

b) Numarul minim este 12 + 10 + 10 + 1 = 33 bile (se extrag toate bilele roz, toate
bilele mov, toate bilele verzi si o bild orange).

¢) Numarul minim este 12 + 10 + 6 + 4 = 32 bile (se extrag toate bilele roz, toate bilele
verzi, toate bilele orange si 4 bile mov).

Problema 9. /ntr-o scoald sunt 1100 de elevi. S§ se arate cd existd o zi in care cel
putin 4 elevi isi sarbatoresc ziua de nastere.

Solutie. Un an bisect are 366 zile si 1100 = 366 - 3 + 2, deci conform principiului lui
Dirichlet existd o zi in care s-au nascut cel putin 3 + 1 = 4 elevi. Cu atat mai mult daca
anul nu este bisect.

Unele probleme (in special ce tin de geometrie) se rezolva, utilizand principiul lui
Dirichlet in urmatoarele enunturi :

a) dacd pe un segment de lungime /sunt situate cateva segmente cu suma lungimilor
mai mare ca /, atunci cel putin doua segmente au un punct comun ;

b) daca in interiorul unei figuri de arie S sunt plasate figuri cu suma ariilor mai mare
decat S, atunci existd cel putin doua dintre aceste figuri care au un punct comun ;
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¢) daca figurile Fy,F,,...,Fn cu ariile S4,S,,...,Sn respectiv sunt incluse in figura F cu arie S
i S1+S,+...+S, > kS, atunci k+1 din figurile Fy,F,,...,F, au un punct comun.

Problema 10. S& se arate cd printre oricare 5 puncte situate in interiorul unui triunghi
echilateral de laturd | existd cel putin doua puncte situate la o distanta mai mica sau
egala cu /2.

Solutie. Impartim triunghiul dat in 4 triunghiuri echilaterale congruente prin trasarea
liniilor mijlocii. Laturile acestor tringhiuri avand lungimea 1/2, putem deduce ca doud
puncte situate in interiorul aceluiasi triunghi nu se pot afla la o distanta mai mare de 1/2
unul fata de celdlalt. Conform principiului cutiei (deoarece avem 4 triunghiuri si 5
puncte), doud puncte se vor gasi in interiorul aceluiasi triunghi, deci distanta dintre ele
va fi mai mica sau egala cu I/2.

Problema 11. 53 se arate ca unul din mijloacele segmentelor determinate de 5 puncte
din plan, de coordonate intregi are de asemenea tot coordonate intregi.

Solutie. Fie cele 5 puncte A(g,b), B(¢d), C(e ), D(g,h), E(m,n) de coordonate numere
intregi. Conform principiului lui Dirichlet, dintre cele 5 puncte cel putin 3 au abscisele cu
aceeasi paritate si dintre acestea vor exista doua cu ordonata cu aceeasi paritate.
Mijlocul segmentului determinat de aceste doua puncte are coordonate intregi, deoarece
media aritmeticd a doud numere intregi de aceeasi paritate este tot un numar intreg.

Problema 12. /ntr-un dreptunghi cu dimensiunile 3 cm si 4 cm sunt plasate 6 puncte.
Sd se arate cd printre aceste puncte exista cel putin douad cu distanta dintre ele cel mult

egala cu J5 am.

Solutie. impér@;im drepunghiul initial in 6 dreptunghiuri mici congruente cu dimensiunile
1 cm si 2 cm, ale cdror diagonale au lungimile egale cu J5 cm si consideram unul din
cele 6 puncte situat pe una din dreptele care au impartit dreptunghiul. Distanta dintre
oricare doud puncte situate in acelasi dreptunghi mic este cel mult egala cu~/5. Dac

intr-unul din cele 6 dreptunghiuri mici in care se afla punctul respectiv se mai afla inca
un punct, atunci problema este rezolvata. In caz contrar, mai raman 4 dreptunghiuri
mici in care sunt distribuite 5 puncte, si conform principiului cutiei, va exista sigur un
dreptunghi mic in care sunt plasate doud puncte. Cele doua puncte se afla la o distanta

mai mic3 sau egald cu /5.

Problema 13. S& se arate cd printre n drepte neparalele doua céte doua situate in
0

plan, exista drepte cu unghiul intre ele mai mic decat 1Ej§) .

Solutie. Alegem in plan un punct prin care trasdm paralele la cele n drepte. Aceste

paralele impart planul in 2n unghiuri cu suma m&surilor egald cu 360°. Deci, existd cel
0

putin un unghi cu masura mai mica decat
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Problema 14. Fiind date 25 puncte in plan astfel incat in orice triplet exista o pereche
de puncte situate la o distantd mai micd decét 2, sa se arate ca existd un cerc de raza 2
ce contine 13 puncte din cele 25 de puncte.

Solutie. Fie M unul din punctele date. Daca celelate puncte sunt in interiorul cercului C;
de raza 2 si centrul in M, atunci problema este solutionatda. Fie P unul din punctele
situate in exteriorul cercului C; si construim cercul C, de raza 2 si centrul in P. Daca X
este un punct arbitrar din cele 25 de puncte date, atunci printre punctele M, P, X exista
doud cu distanta dintre ele mai mica decat 2. Astfel, cercurile C; si C; contin toate
punctele initiale si conform principiului lui Dirichlet, in interiorul unuia dintre cercuri se
vor afla cel putin 13 puncte.

Problema 15. In interiorul unui patrat de laturd | sunt plasate céteva cercuri, avénd
suma lungimilor egala cu 10 1. 53 se arate ca existd o dreapta care intersecteaza cel
putin 4 din aceste cercuri.

Solutie. Vom proiecta cercurile pe una din laturile patratului. Proiectia fiecarui cerc este
un segment cu lungimea egala cu lungimea diametrului cercului respectiv. Suma tuturor

acestor segmente este 1—0/>3,1/ . Conform principiului lui Dirichlet, exista cel putin
/4

patru segmente care au un punct comun, iar perpendiculara ridicata in acest punct pe
latura patratului va intersecta cel putin 4 cercuri.

Problema 16. Fiind date 6 puncte situate in interiorul unui cerc de raza 1, sa se arate
ca exista 2 puncte la o distanta cel mult egala cu 1.

Solutie. Trasam 6 raze, astfel incat sa impartim cercul in 6 sectoare egale si unul din
cele 6 puncte sa fie situat pe una din raze. Distanta dintre doua puncte situate in acelasi
sector este cel mult egala cu 1. Daca intr-unul dintre cele doud sectoare in care se afla
punctul respectiv se mai afla inca un punct, atunci problema este rezolvata. In caz
contrar, mai raman 4 sectoare in care sunt dispuse 5 puncte si conform principiului lui
Dirichlet, va exista cel putin un sector in care sunt situate doud puncte. Cele doua
puncte din acelasi sector se afla la o distanta cel mult egala cu 1.
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TAGUCHI METHODS AND QUALITY MANAGEMENT

Abstract. In a competitive economy, the demand for a product is greatly affected
by its quality and selling price. The selling price is determined by the total production
cost, the marketing cost (sales expenses), and the profit margin. Therefore the total
production cost (hereafter referred to as cost) and the quality are very important
characteristics of a product. Genichi Taguchi has provided great insights into the
meaning of quality and cost. He interprets quality and cost from the viewpoint of
their impact on the whole society, not just from the viewpoints of the producers and
the customers.

Dictionarul de statistica generald defineste calitatea astfel: Ansamblul de proprietati si
caracteristici ale unui produs sau serviciu care if conferd acestuia aptitudinea de a
satisface necesitatile exprimate sau implicite.

Productia de serie mare si serviciile prestate, de cele mai multe ori pentru persoane care
nu provin din tara respectivd, au dus la necesitatea obiectiva de sistematizare si
globalizare a cerintelor pe care trebuie sa le indeplineasca produsele rezultate pentru a
satisface clientul. Acest fapt a determinat specialistii (mai intdi pe cei din domeniul
militar) sa creeze standarde pentru produse, procese si loturi de produse.

Pornind de la conceptul de calitate, care a suferit transformari de-a lungul timpului,
activitatea de standardizare s-a imbogatit. Schimburile economice dintre tari a dus la
necesitatea de a folosi aceleasi “instrumente” pentru a obtine aceeasi calitate.

Pentru a avea o coerentd in ceea ce priveste impunerea normelor care guverneazd
obtinerea unui produs sau serviciu de calitate, a fost necesar sa se infiinteze 7SO
(Organizatia Internationald de Standardizare), in anul 1947. ISO nu este o prescurtare,
ci un nume derivat din cuvantul grecesc /isos — egal, care este radacina prefixului /so, ce
apare in multi termeni, cum ar fi: izometric (de marime sau dimensiuni egale) si
izonomie (egalitatea legilor sau a oamenilor in fata legii). De la “egal” la “standard” este
usor de urmarit ideea care a facut alegerea Iui “ISO” ca nume al organizatiei. Aceasta
alegere duce la eliminarea unei multimi de prescurtari rezultate din traducerea lui in
limbile nationale ale membrilor ei. Indiferent de tara, forma scurtd a numelui
organizatiei este pretutindeni ISO.

ISO este o organizatie neguvernamentala. Nu este parte a Organizatiei Natiunilor Unite,
desi are legaturi cu aproape toate organismele si agentiile specializate ale ONU. Membrii
sai, cca 120 de tari, nu sunt delegatii guvernamentale, ci institute sau organizatii
nationale de standardizare, cate unul/una din fiecare tara.

Elaborarea standardelor internationale este, in general, incredintatd comitetelor tehnice
ale ISO. Colaboreaza strans cu Comisia Electrotehnica Internationald in ceea ce priveste
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standardizarea in domeniul electrotehnicii. Standardele internationale sunt elaborate in
conformitate cu regulile din Directivele ISO/ CEI, Partea 2.
Evolutia istoricda a umanitdtii si explozia industrialda a sec. al XX-lea, au facut ca in
domeniul calitologiei numarul, importanta si complexitatea problemelor sa creasca an de
an. De aceea, sistematizarea cerintelor impuse pentru obtinerea nivelului de calitate
dorit s-a imbunatatit permanent, ajungandu-se la elaborarea unor sisteme complexe de
managementul calitatii (managementul calitdtii totale).
Management inseamnad politici, obiective, planuri, procese, deci sistem; cu conditia ca
acestea sa fie vizibile, nu confidentiale, incurajand comunicarea internd, strapungerea
barierelor intre persoane, in cadrul lucrului in echipa — si intre compartimente - prin
intermediul proceselor corelate in sistemul de managemenet.
Exemplul cel mai concludent este cel al Sistemului de management al calitatii, ce face
obiectul familiei de standarde ISO 9000, care a aparut in anul 1994 si, apoi, cu
imbundtatiri in anul 2000, fiind editie in vigoare.
Intre grupele de standarde care au aparut in lume, cele care se refera la controlul
Statistic ocupa un loc important. Pentru a se pune in practica acest concept de control
statistic, a fost nevoie sa se identifice tehnicile statistice care pot determina calitatea
unitatii de produs, a lotului de produse sau a procesului.
Printre primele standarde aparute si folosite in lume, care se ocupa de aceste concepte,
sunt standardele americane:

- MIL STD 105E (pentru inspectia calitdtii pe atribut) si respectiv,

- MIL STD 414 (pentru inspectia calitatii pe baza de masurare).
Inspectia, inventata la inceputul sec. al XX-lea a devenit, prin anii 1940 un mijloc al
controlului si anume, sursa acestuia de date - materia prima pentru tehnologia
statistica. = Controlul a devenit, la randul lui, un mijloc privind calitatea, lansat prin
standarde militare (cele mentionate mai sus), la inceputul anului 1960 si puternic
impulsionat prin certificarea cu un standard international: ISO 9001/ 9002/ 9003.
Asigurarea privind calitatea este producator de dovezi privind tinerea sub control a
20 ( dupa ISO 9001), a 19 ( dupa ISO 9002), a 16 ( dupa ISO 9003) procese afectand
calitatea.Tinerea sub control a proceselor se realizeaza prin documentarea , planificarea
si respectarea planurilor, care pot fi : tehnologii, grafice de lucrari, plan de inspectii si
incercari ingineresti sau proceduri si instructiuni de lucru manageriale. Asigurarea
privind calitatea se ocupa de procese pentru cd modul de lucru este cauza produsului
conform (atunci cand procesele sunt tinute sub control) si a produsului neconform(
atunci cand procesele se desfasoara la ochi, dupa ureche). Asa cum spunea marele guru
al calitdtii, Joseph M. Juran, intr-un interviu acordat revistei “Quality Progress”, mai
2004, “statistica este un element foarte important in managementul calitatii, dar, pentru
a avea success este nevoie de mult mai multe lucruri ” .
Dupa standardele militare americane, in Romania au aparut standardele sub sigla STAS
3160-1,2,3/ '84. In tara noastra, Asociatia de Standardizare din Romania (ASRO) a
trecut , dupa 1989, la o etapa de traducere a standardelor internationale si adoptarea
lor ca standarde romane, la conlucrarea cu ISO pentru noi standarde.
Familia ISO 9000. O organizatie este condusa si functioneaza cu success, daca este
coordonata si controlata in mod sistematic si transparent. Astfel, trebuie implementat si
mentinut un sistem de management care este proiectat pentru imbunatatirea continua
a performantei, luand in considerare necesitdtile tuturor partilor interesate. Activitatea
de management al unei organizatii include, printre alte categorii, managementul calitatii.
Familia ISO 9000 face distinctie intre cerintele pentru sistemele de management al
calitatii si cerintele pentru produse.
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Pentru ca organizatiile sa functioneze eficace, trebuie sa identifice si sa gestioneze
numeroase procese corelate si care interactioneaza intre ele. De cele mai multe ori,
elementele de iesire dintr-un proces vor constitui elementele de intrare in alt proces.
Identificarea si managementul sistematic al proceselor utilizate in cadrul unei organizatii
si in special interactiunile dintre astfel de procese sunt denumite “ abordare
bazata pe proces”, concept care face parte dintre principiile fundamentale ale sistemelor
de management al calitatji.

Un alt principiu fundamental este dat de rolul pe care il joaca "tehnicile statistice”.
Utilizarea tehnicilor statistice ajutd la intelegerea variabilitdtii si prin aceasta organizatiile
pot sa rezolve probleme si sa imbunatdteasca eficacitatea si eficienta (eficacitatea-
mdsura in care sunt realizate activitdtile planificate si sunt obtinute rezultatele
planificate; eficienta-relatia intre rezultatul obtinut si resursele utilizate). Aceste tehnici
faciliteaza utilizarea mai buna a datelor disponibile pentru a ajuta la luarea deciziilor.
Variabilitatea poate fi observata in desfasurarea si rezultatele mai multor activitati,
chiar in conditii de stabilitate aparentd. O astfel de variabilitate poate fi observata la
caracteristicile masurabile ale produselor si proceselor si poate fi intalnitd in diferite
etape ale ciclului de viata a produselor: de la studiul de piata, la service-ul la client si
pana la scoaterea finald din uz a produsului.

Tehnicile statistice pot ajuta la masurarea, descrierea, analizarea, interpretarea si
modelarea unor asemenea variabilitdti, chiar cu un volum relativ mic de date. Analiza
statistica a unor asemenea date poate duce la o0 mai buna intelegere a naturii, amploarei
si cauzelor variabilitdtii, ajungand astfel la rezolvarea si chiar la prevenirea problemelor
care pot rezulta dintr-o astfel de variabilitate i la promovarea imbunatatirii continue.
Indrumari referitoare la tehnicile statistice intr-un sistem de management al calitatii sunt
prezentate in standardul ISO/TR 100017, aparut in noiembrie 2005 si numit “Indrumari
referitoare la utilizarea tehnicilor statistice pentru ISO 9001:2000".

Acesta se prezintd ca un raport tehnic si are ca scop sprijinirea organizatiilor in
identificarea tehnicilor statistice care pot fi utile in dezvoltarea, implementarea,
mentinerea si imbunatatirea unui sistem de management al calitatii, in conformitate
cu cerintele ISO 9001:2000. Aceasta problema este dificila si a necesitat formarea unor
colective interdisciplinare. Utilitatea tehnicilor statistice rezultd din variabilitatea care
se constata atat in comportament, cat si in rezultat, pentru toate procesele, chiar daca,
aparent sunt stabile. Aceastd variabilitate poate fi observatd in caracteristicile
cuantificabile ale produselor si proceselor, existand in toate etapele ciclului de viata a
produselor, de la cercetarea pietei, la service pentru client si eliminarea finala.

Tehnicile statistice permit o utilizare mai buna a datelor disponibile pentru a ajuta in
luarea deciziilor si, prin aceasta, la imbunatatirea continua a calitatii produselor si
proceselor pentru a dobandi satisfactie clientului. Aceste tehnici sunt aplicate celor mai
multe activitdti: cercetarea pietei, proiectarea,dezvoltarea, productia, verificarea,
instalarea si service-ul.

Variabilitatea proceselor este foarte bine expusa in documentul SR ISO 8258+C1 “Fise
de control de tip shewhart” din 1999. Aceasta nu poate fi eliminata integral, asa cum
propune bineconoscutul guru al calitatii Philip B. Crosby (1926-2001) in initiativa sa
“Miscarea Zero Defecte”, prin anii 1960-1970.

Asa numita variabilitate inerenta ce apare in orice activitate artificialda produsa de
factorul uman care, cel mult poate fi inteleasa si controlata:”Understanding variation” (
intelegerea variabilitatii) este una dintre cele patru axiome cheie ale SPK ( System of
Profound klowledge=sistem al cunoasterii profunde).
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Totusi “proiectarea unui produs este una dintre aplicatiile importante ale controlului
statistic al calitatii. Nici un efort si nici toata statistica aplicatda pentru detectarea
cauzelor speciale de variatie, cu scopul de a-i ajuta pe muncitori, nu va putea suplini
erorile din proiectare”- Deming,W,E.
Cunoscutul calitolog japonez Kaoru Ishikava (1915-1989) atrage atentia ca, desi
majoritatea documentelor standardizate, ce se refera la procedurile statistice, prezinta,
de reguld, metode relativ elementare de prelucrare a datelor referitoare la calitate,
calitologul profesionist nu trebuie sa uite ca existd alte numeroase metode- mai putin
simple — dar extrem de utile- cu ajutorul carora el trebuie sa-si continue investigatia.
Dar, se pare ca nu se stie, sau s-a uitat de acest lucru, sau, in foarte multe locuri, se
omit cu buna stiinta astfel de metode.
Proiectarea experimentelor (DOE), in acceptiunea SR ISO 10017, se refera la
investigarea facuta planificat si bazatd pe o evaluare statistica a rezultatelor pentru a
obtine concluzii la nivelul de incredere stabilit. DOE implica inducerea schimbarii
(schimbarilor) sistemului investigat si evaluarea statistica a efectului acestor schimbari
asupra sistemului. Obiectivele sale pot sa valideze anumite caracteristici ale unui
sistem sau sa investigheze influenta unuia sau a mai multor factori asupra anumitor
caracteristici ale unui sistem.
Exista mai multe tehnici care se pot utiliza pentru analizarea datelor experimentului: de
la tehnicile analitice, cum ar fi “analiza dispersionald” (ANOVA), pana la cele mai multe
de natura grafica, cum ar fi “diagramele de probabilitate”.
DOE poate fi utilizat pentru evaluarea anumitor caracteristici ale unui produs, proces sau
sistem, in scopul validarii dupad un standard specificat sau pentru evaluarea comparativa
a mai multor sisteme. DOE este indeosebi util pentru investigarea sistemelor complexe,
ale caror iesiri pot fi influentate de catre un potential numar mare de factori. Obiectivul
experimentului poate fi s maximizeze sau sa optimizeze o caracteristica de interes sau
sa reduca variabilitatea acesteia. DOE poate fi folosit sa identifice cei mai influenti
factori dintr-un sistem, dimensiunea influentei acestora si relatile ( de exemplu,
interactiunile ), daca exista, dintre factori. Constatarile pot fi utilizate sa usureze
proiectarea si dezvoltarea unui produs sau proces, sa controleze sau sa imbunatateasca
un sistem existent.
Metoda clasica a planurilor de experiente ia in considerare numai valorile medii ale
caracteristicilor care trebuie optimizate, fiind completata uneori printr-o analiza a
variatiei diferitilor factori testati.
Metoda Taguchi, dupa numele doctorului japonez Genichi Taguchi, este o aplicatie
particulara a tehnicii planurilor de experiente, care trateaza concomitent media si
variabilitatea valorilor caracteristicilor masurate, utilizand drept indicatori de
performanta raporturile Semnal/Zgomot. Acestea tin cont de:

- valoarea dorita (semnalul), de atins;

- variabilitatea nedorita a acestei valori (zgomotul), de combatut.
Utilizarea acestui indicator de performanta permite gdsirea rapida a combinatiei
nivelurilor factorilor controlati, care se dovedesc cel mai putin sensibili la factorii de
zgomot. Pe de alta parte, forma rapoartelor Semnal/Zgomot permite evaluarea directa a
costurilor calitatii (conceptul functiei pierdere a calitatii emis de G. Taguchi). El
defineste calitatea ca o caracteristica care evita pierderile de bani nu numai pentru
fabricant, in timpul productiei, si pentru utilizator, cat si, la nivel global, pentru
societate, in sensul comunitatii umane, luate in ansamblu.



Taguchi methods and quality management 67

Functia pierdere a calitatii exprimata de G. Taguchi permite cuantificarea, sub forma de
pierderi financiare, a consecintelor pentru producator si pentru clientii sdi a nivelului
calitatii unui produs.

Un plan de experiente reprezintd o serie de incercari organizate inainte pentru a
determina, cu un minimum de incercari si un maximum de precizie influentele posibile
ale parametrilor diferiti, pentru a optimiza performantele sistemului studiat. Aceste
planuri au fost dezvoltate la inceputul secolului al XX lea de cdtre englezul Roland A.
Fisher si de francezul Jacques Hadamard. Tehnicile lor au patruns relativ putin in
domeniul industrial datorita caracterului prea teoretic si a complexitatii de implementare.
Una dintre contributiile cele mai remarcabile ale lui G. Taguchi este ca a usurat folosirea
tehnicilor planurilor de experiente, propunand o colectie de planuri standard care sunt
asociate dispozitivelor practice, permitand o adaptare rapidd a acestora si fara a se
insela asupra unei necesitatl reale.

Functia pierdere a calitatii, in cazul criteriilor tinta, se exprima astfel:

Ly)=k(y -yy),

in care :
L(y) - valoarea pierderii unitare, exprimate in unitati monetare;
1% - valoarea caracteristicii masurate;
Y - valoarea nominald, adica valoarea tinta;
kK - constanta a cdrei valoare depinde de cazul tratat.

Unicul rol al constantei & este cuantificarea pierderii in unitati monetare (euro, dolari
etc.). Astfel, daca este cazul unei dimensiuni critice a unui dispozitiv de securitate a unui
reactor nuclear, valoarea constantei & va atinge o cifra foarte mare.
Prin intermediul acestei functii G. Taguchi materializeaza ideea ca pierderea este o
functie continud a abaterii in raport cu valoarea tintd, si ca aceasta pierdere nu apare
subit la trecerea unei limite de tolerante. Unul dintre atuurile industriei nipone este ca,
firmele sunt tot mai interesate sa respecte valorile fixate si sa reduca progresiv
dispersiile. De aceea, clientii constatd ca produsele obtinute sunt mai fiabile deci, mai
sigure. Drumul de urmat este stabilirea valorii tintd si diminuarea dispersiei pentru
imbunatdtirea calitdtii, reducand costurile.Functia  pierdere a calitdti  permite
cuantificarea unei singure piese sau a unui singur produs dat, dar, de cele mai multe ori
se doreste evaluarea mediei calitatii unui lot sau a unui esantion de produse:
a) pentru o singura piesa
L(y)=k(r-y,\)'
b) pierderea medie unitara pentru n piese :
L( y) = k[medla ( V- yN)z]I
unde y, reprezintd valorile y , , ¥y, ,..., ¥, -
Raportul Semnal/Zgomot, in acest caz, este:
S/Z=10log [y */ s* -1/n] [db].
Alte douad cazuri tratate de Taguchi sunt:
- functia pierdere a calitdtii in cazul criteriilor care trebuie sa fie minimizate si de
asemenea raportul Semnal/Zgomot:
a) pentru un lot de produse:
L(y)=kKs*+ y?) ( pierdere unitara medie) ;
b) pentru un singur produs:
L(y)=ky i
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S/Z = -101log (s> + y *) [db];
- functia piedere a calitatii pentru un criteriu care trebuie maximizat:

a) pentru un produs:

1
L(y)= =,
14

b) pentru un lot de n produse :
Uy =k+ 35
=y,

S/Z = -10log (1/y>) (1+3s?*/y ) [db].
Metoda planurilor de experiente eliminad tatonarile succesive, incercand un singur factor
o data. Nu putem intelege puterea inovatoare a planurilor de experiente aplicate dupa
metoda Taguchi, dacd neglijam componenta lor socio-organizationald. Aceastda metoda
se adreseaza unui numadr cat mai mare de participanti, tragandu-se concluzii din
observatiile razlete, care in lipsa unei interpretari teoretice, sunt considerate in cel mai
bun caz remarce fara fundamentare, contribuind astfel la remedierea greselilor unui
management traditional: incapacitatea sa de a integra metodic cunostintele rezultate din
experienta colectiva.
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LEARNING THROUGH PROJECTS:
A STRATEGY TO TRAIN PROSPECTIVE TEACHERS

Abstract. As historical and psychological research shows, a change of paradigm at a
professional community level is a difficult process. Young teachers that are trained in a
traditional system tend to follow the same “models” they meet during the school
years. We started our study from the following question: What types of tasks are
more appropriate to change the teaching paradigm from an information based
approach to a learner centered approach? We hypothesized that putting the student
to assume new roles: member in a team, project manager, pupil/teacher, we can
generate in student self-directed and active learning. In order to check this
hypothesis, we asked the students to develop short research projects. The topics of
the projects have been discussed during the semester with each group. The
distribution of topics has been mostly randomly made considering the students’
preference for working with a certain school age population and/ or considering the
informal possibility to have access in a school. The students of each group conducted
the irrespective study, presented it for the colleagues in the class, summarized it, and
submitted the summary as part of a portfolio.

1. Introducere

1.1. O scurta prezentare

Scoala romaneasca traditionald are ca principal scop transmiterea de cunostinte.
Conform acestei paradigme, este larg raspanditd opinia ca un student cu rezultate bune
in Facultate este un viitor bun profesor. Un studiu din 2004 arata ca “o astfel de regula
educationald conduce la performante ale elitelor, dar genereaza serioase probleme in
educatia de masa. Intr-un astfel de sistem, profesorii devin mediatori pasivi intre
informatiile continute de manualele scolare si elevi”. ([5]). Un alt raport, care evalueaza
impactul noului curriculum, noteaza ca majoritatea profesorilor cred ca “un bun profesor
are calitati intrinseci, care nu au neaparat consecinte asupra rezultatelor invatarii” ([6]).
Aceeasi perceptie par sa o aiba si studentii; participantii la acest studiu au caracterizat
activitatea profesorului “bun” si activitatea elevului “bun” prin urmatoarele cuvinte —
cheie.

Activitatea profesorului ,,bun” Activitatea elevului ,bun”
(cuvinte-cheie) (cuvinte-cheie)
- preda - Invatd
- exemplifica - stie
- evalueaza - rezolva
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Spre deosebire de alte tari, in Romania nu exista o formare diferentiata pentru viitorii
profesori; un student care urmeaza facultatea de matematica, de exemplu, are optiunea
unor cursuri facultative de psihologie, pedagogie si didactica, pentru a deveni profesor.

1.2. Cateva intrebari de start

Am pornit studiul nostru de la urmatoarele intrebari:

- Cum pot fi influentati studentii — viitori profesori de matematicd — sa schimbe
paradigma de predare, de la una centrata pe profesor si pe furnizarea de informatie, la
paradigma invatarii centrate pe elev?

- Ce sarcini de lucru ar putea schimba imaginea studentului asupra viitoarei lui profesii?
O schimbare de paradigma la nivelul unei comunitati profesionale este un proces dificil
(vezi, de exemplu: [3], [2]). Tinerii profesori, formati intr-un sistem traditional, tind sa
utilizeze “modelele” intalnite in timpul scolii. Chiar daca studentii apreciaza (cel putin la
modul declarativ) acei profesori care utilizeazd metode de invdtare activa, atunci cand
sunt ei insisi pusi in situatia sa isi asume rolul de profesor, tendinta lor este sa transmita
doar cunostinte, intr-un demers centrat pe profesor.

Ipoteza noastra de start a fost ca putem genera invatare activa si schimbare de
paradigma privind predarea matematicii, punand studentii sa isi asume noi roluri, Si
anume. membru al unei echipe, manager de proiect, student/ profesor. Pentru a asigura
succesul unei astfel de incercari, profesorii universitari ar trebui insd sa joace rolul de
“profesor — ghid” ([1]). In loc sa explice, sa demonstreze si sa corecteze, ei ar trebui sa
“ghideze studentii in cadrul unui proces de invatare activa” ([4]).

Lucrarea de fatd se bazeaza pe o analizd a interactiunilor profesor-student in cadrul
cursului de Didactica Matematicii tinut de catre unul din autori la Facultatea de
Matematica si Informatica din Bucuresti.

2. Metodologia folosita

2.1. Participantii la studiu

Studiul a fost facut pe 51 de studenti (38 studente si 13 studenti) din anul al III-lea de
la Facultatea de Matematica si Informatica din Bucuresti, in cadrul cursului de Didactica
Matematicii. Acesta a avut loc in semestrul al cincilea, cate trei ore (curs si seminar) pe
saptamana. La momentul desfasurarii studiului, studentii participanti parcursesera deja
cursuri de Psihologie scolara si de Pedagogie si urmau sa efectueze Practica pedagogica
si sa parcurga un curs de Didactica Informaticii.

2.2. Sarcini de lucru

Pe parcursul semestrului, studentii au avut de rezolvat doua sarcini de lucru, de scurta
durata si de lunga duratd, diferentiate in functie de perioada de timp necesara finalizarii
acestora. Sarcinile de lucru au fost rezolvate mai ales in grup; pentru aceasta, au fost
formate 11 grupuri de lucru de 4-6 studenti inca de la inceputul semestrului.

e Sarcinile de scurta durata au constat in planificarea si desfasurarea unor activitati
de rezolvare de probleme, in care unul sau doi studenti si-au asumat rolul de
profesor(i), iar ceilalti studenti si-au asumat rolul de elevi. Problemele au urmat o
tematica anuntata dinainte si au fost pregatite in grup. Aceste activitdti s-au desfasurat
pe perioada intregului semestru. Prezentdrile au fost urmate de discutii, centrate pe
intrebarile : Ce a fost bine/ rau ? Ce as fi facut altfel ? Ce am invatat din aceastd
experientd ?
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e Sarcinile de lunga durata au constat in realizarea unor mici proiecte de cercetare.
Studentii au fost instruiti cum sa conceapa un chestionar sau un interviu, cum sa aplice
aceste instrumente, cum pot prelucra datele pentru a obtine concluzii relevante. Temele
proiectelor au fost stabilite de la inceput de comun acord cu profesorul si au fost
discutate pe parcursul semestrului cu fiecare grup in parte. In distribuirea temelor de
proiecte, profesorul a tinut cont de preferintele sau posibilitatile studentilor de a lucra cu
anumite grupe de varsta. (Deoarece Universitatea nu are scoli-pilot, studentii au
discutat despre posibilitatile lor de acces in diverse scoli sau licee din tara.) Fiecare grup
a desfasurat proiectul, I-a prezentat colegilor in cadrul unor ore speciale de seminar de
la sfarsitul semestrului si a concretizat rezultatele obtinute ca parte a unui portofoliu.
Portofoliul a inclus, de asemenea, rapoarte asupra modului de organizare, descrierea
modului n care au fost pregatite activitdtile de grup si cate un eseu auto-reflexiv al
fiecarui student.

2.3. Modul de colectare a datelor
Datele prelucrate pentru lucrarea de fata au fost obtinute din urmatoarele surse:

- chestionare adresate studentilor (la mijlocul si la sfarsitul semestrului);

- eseurile auto-reflexive, cuprinse in portofolii;

- interviuri.
Intrebarile din chestionare si interviuri i-au incurajat pe studenti sa explice in detaliu
procesele de predare si de invdtare la care au participat. Pentru a avea informatii mai
detaliate, am inregistrat video prezentarea proiectelor.

2.4. Exemple
Sarcinile de scurtd durata au fost centrate pe activitdti de rezolvare a unor probleme. Ele
au avut totodata o dimensiune didactica. Un exemplu de acest tip este urmatorul.
Se stie cd mijloacele laturilor unui patrulater determind un paralelogram.
Proiectati o activitate de invatare in care utilizali diferite materiale didactice
pentru a formula si demonstra analogul in spatiu al acestei probleme.
Temele de proiecte de cercetare propuse grupelor de studenti pot fi clasificate in
urmatoarele categorii:
a) modul in care elevii inteleg concepte precum: infinit/ infinitate, cardinal echivalentg,
densitatea multimilor de numere, procesele recursive, relatii/ aplicatii/ functii;
b) modul in care elevii isi construiesc reprezentari multiple ale unor concepte precum:
ecuatie, sir;
¢) modul in care elevii din preuniversitar isi reprezinta solutia unei probleme date;
d) intelegerea diferentelor de perceptie asupra schimbarilor monetare.
Tratarea exhaustiva a acestor teme ar fi fost foarte dificila. Proiectele au fost folosite
insd ca oportunitate pentru viitorii profesori sa intre in contact cu elevi de diverse varste
si sa inteleaga faptul cd acestia pot avea abordari diverse in rezolvarea problemelor si
perceptii diferite asupra unor concepte matematice.

3. Influenta sarcinilor de lucru asupra cunostintelor matematice

si pedagogice ale studentilor

Ambele tipuri de sarcini au avut ca scop dezvoltarea la studenti a unor reprezentari
realiste asupra viitoarei meserii de profesor. Am utilizat instrumentele de colectare a
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datelor, prezentate anterior, pentru a determina in ce masura acest deziderat a fost
atins.

Analiza chestionarelor a relevat ca acest tip de sarcini de lucru determind o schimbare
de perceptie privind profesorul-model asumat de studenti.

lulia; Dupa cursul de Didactica, parerea mea despre modelul de profesor s-a
schimbat foarte mult. Ceea ce numesc acum profesor model nu se poate asocia,
din pacate, cu niciunul dintre profesorii mei din liceu sau din anul I.

Comentariile studentilor aratd de asemenea cd, in urma desfasurarii acestor sarcini de
lucru, ei au tendinta sa isi schimbe perceptia asupra meseriei de profesor:

Dana: Pierduta in calcule, formule, teoreme si in agitatia facultatii, uitasem de ce,
la un anumit moment din viata, am decis cd vreau sa devin profesoara. Cursul de
Didactica m-a facut sa inteleg mai bine oamenii si matematica. Ciudat! Pentru ca
nu ma asteptam ca un simplu curs ma va face sa imi doresc din nou sa devin
profesoara.

llinca: Discutdnd cu diferiti copii, am realizat cd un profesor trebuie nu doar sa
cunoascd materia, dar sa si aiba atractie pentru elevi, sd ii facd sa raspunda
propriilor lor intrebari,

Atunci cand s-au referit la sarcinile de scurtd durata, studentii au remarcat ca un
profesor trebuie sa cunoasca bine materia dar, in acelasi timp, trebuie sa cunoasca si
tehnici de predare:

Elena: (...) Am inteles ca, chiar daca tu stii solutia problemej, nu e usor sa propui
problema spre rezolvare elevilor; ca sa faci asta cu succes, trebuie sa mai stii si
metode de predare.

Sarcinile de lucru propuse par sa faciliteze si gandirea criticd a studentilor relativ la
predare:

Catdlina: Am inteles ca elevii trebuie sa fie ajutati sd gaseasca solutia unei
probleme, fara sa le oferi prea multe detalii. Daca doar le-as arata solutia mea,
nu cred ca ar intelege-o pre bine!

Simona: Chiar daca grupul nostru nu a functionat perfect, am invatat sa ma
analizez pe mine si pe cer din jur.

Analiza eseurilor a aratat ca sarcinile de lucru propuse studentilor are un impact puternic
asupra acestora:

Elena: Am invatat ca un profesor trebuie sd tind seama de faptul cd elevii au
modalitati diferite de gandire si intelegere. Am descoperit (din pacate, abia acum,
la Universitate), cd lucrul in grup este un mod placut si eficient de rezolvare a
problemelor.

Studentii par de asemenea sa analizeze activitatile desfasurate si din perspectiva
viitoarei lor profesii:

Simona: Consider activitatile desfasurate foarte utile. Dupa aceasta experienta,
pot sd spun cd voi lucra in acelasi mod cu elevii mei, Este in acelasi timp placut si
util sd lucrezi si sa gandesti la o temd datd (...)
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4. Concluzii

Privitor la modul in care profesorul (unul dintre autori) a organizat activitatile, o larga
majoritate a studentilor (43 din 51) a apreciat ca instructiunile si explicatiile au dat o
directie generald de rezolvare a sarcinilor de lucru, lasand participantilor libertatea sa se
organizeze singuri, Sarcinile propuse au potentialul sa schimbe perceptia studentilor
asupra viitoarei profesii si sa determine progresul in evaluarea calitatilor unui profesor.
Pe de altd parte, caracterul interactiv a generat invatare in ambele directii; achizitiile
studentilor au generat feed-back rapid si eficient, ceea ce a permis profesorului
reformularea unor sarcini de lucru.
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TEACHING LINEAR ALGEBRA TO STUDENTS IN INFORMATICS

Abstract. The purpose of the paper is to examine the tasks used in teaching Linear
Algebra for the students from the Informatics field. The starting point of our study
was the remark that the interest of our students for algebraic concepts depends on
the application of these concepts in informatics. We present several tasks used in our
courses, delivered at the Faculty of Mathematics and Informatics in Bucharest.

1.Introducere

In ultimii ani, in invatdamantul romanesc, problema motivatiei pentru invatare a devenit
tot mai acuta. Atat profesorii de gimnaziu sau de liceu, cat si cei din mediul universitar,
acuza slaba motivatie pentru invatare a elevilor sau studentilor lor. In aceste conditii,
este necesar ca factorii educationali sa gaseasca solutii realiste pentru depasirea acestei
situatii.

In studiul de fatd, am pornit de la urmatoarea premiza: elevii/ studentii asimileaza mai
bine ceea ce ii intereseaza si pot folosi in aplicatii imediate. De aceea, este nevoie de o
alta viziune asupra ,cursurilor fundamentale” de matematicd, in particular pentru acelea
adresate studentilor cu specializarea informatica.

Autorii acestui studiu au fost pusi in situatia de a preda algebra liniara, ca parte a
cursurilor de Algebra, respectiv de Geometrie Analitica, la sectile de Matematica-
Informatica si de Informatica de la Universitatea din Bucuresti. De aceea, intrebarile de
start ale studiului au fost:

- Ce tipuri de sarcini de lucru sunt adecvate pentru studentii de la sectiile de
matematica-informatica sau de informatica, in cadrul cursurilor/ seminariilor de Algebra
si de Geometrie?

- Cum putem proceda, ca profesori, astfel incat programa scolara sa fie parcursa si, in
acelasi timp, studentii sa fie mai motivati?

- Ce tipuri complementare de activitati pot fi propuse studentilor pentru o mai buna
?An!;elegere si aprofundare a materiei?

In literatura de specialitate, exista diverse studii privind predarea/ invatarea algebrei
liniare sau a geometriei analitice (de exemplu, lucrarile [1] - [7], citate la bibliografie).
In niciunul din aceste studii nu am gasit insa referiri la predarea algebrei liniare sau a
geometrie analitice pentru studenti cu anumite interese sau abilitdti, de exemplu pentru
studentii interesati mai ales de informatica.
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2. in loc de motivatie...

Multe dintre ,operatiile” uzuale, pe care le folosim atunci cand lucram la calculator, pot
fi re-interpretate din perspectiva algebrei liniare. Evidentierea lor in cadrul cursurilor de
Algebra sau de Geometrie Analiticd poate fi utilda pentru intelegerea unor concepte
diverse. Sa consideram, de exemplu, schimbarea formatului de litera, mai precis
trecerea de la formatul ,drept” la formatul ,italic”.

> i {

Pentru un geometru sau un algebrist, aceasta este o transformare afina, respectiv o
aplicatie liniara; aceste transformari pot fi exprimate astfel:

I

(7; J) - (7;0,37+]j)

3. Metodologie

Grupurile — tinta ale studiului au fost trei serii de studenti din anul I si II, din domeniile
de licentd Informaticd sau Matematica-Informatica de la Facultatea de Matematica si
Informatica de la Universitatea din Bucuresti. In total, la acest studiu au participat
aproximativ 180 de student;.

Datele pentru acest studiu au fost colectate prin chestionare adresate studentilor,
precum si prin compararea cu serii-martor, la care nu a fost aplicat acest stil de lucru.

4. Desfasurarea studiului
In cadrul studiului, au fost propuse studentilor diferite sarcini de lucru.

4.1. Sarcini de tip calculatoriu
Aceste sarcini de lucru au cerut transpunerea in programe informatice a unor algoritmi,
prezentati si demonstrati la curs. De exemplu, am solicitat studentilor sa realizeze
programe informatice, intr-un limbaj ales de ei, pentru urmatoarele probleme.
- Sa se treaca de la reprezentarea parametrica la reprezentarea implicita a unui
subspatiu, si invers;
- Sa se decida liniar independenta unor vectori; in caz afirmativ, sa se completeze
sistemul de vectori la o baza;
- Sa se determine baze pentru nucleul si imaginea unei aplicatii liniare, descrisa
prin matricea asociata in bazele canonice;
- Sa se compuna doua permutdri; sa se descompuna o permutare data ca produs
de cicli disjuncti; sa se descompuna o permutare data ca produs de transpozitii;
- Sa se decida daca doua subspatii vectoriale sunt complementare.
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4.2. Sarcini de lucru vizand reprezentari grafice
Aceste sarcini de lucru au vizat utilizarea transformarilor geometrice in realizarea unor
programe de grafica pe calculator. De exemplu, am solicitat studentilor sa realizeze
programe prin care vizualizeaza rezolvari ale urmatoarelor probleme.
- Se dau patru puncte in plan. Sa se traseze acoperirea convexa si poligonul/
poligoanele determinate de ele.
- Se dau coeficientii unei conice. Sa se decida daca aceasta este o elipsa si, in caz
afirmativ, sa se deseneze.
- Se dau trei puncte in R3. S& se deseneze proiectiile lor pe un plan dat.

4.3. Mecanisme de interactiune

Pentru rezolvarea sarcinilor de lucru, studentii au putut folosi orice limbaj de
programare. Ulterior, am verificat programul, introducand date arbitrare si verificand
prin calcul rezultatele obtinute. A

Proiectele au fost realizate, de reguld, in grupe de 2-3 studenti. In acest fel, au fost
valorizate competente diferite (de matematica, respectiv de informaticd) ale
participantilor la studiu. Temele si termenele au fost anuntate la curs, iar verificarea
programelor realizate s-a facut in unul dintre laboratoarele Facultatii. In timpul
verificarii, studentii au fost obligati sa explice rezultatele teoretice folosite in realizarea
programelor.

Aceste programe au contat ca bonus, in limita a 15% din nota finala.

5. Comentarii ale studentilor
La realizarea acestor proiecte au participat 141 de studenti (cca. 75% din total). Opinia
studentilor, exprimata in chestionarele aplicate la sfarsitul cursurilor a fost extrem de
favorabild; mai mult, unii studenti si-au exprimat dorinta realizarii unui al doilea proiect.
Cateva comentarii ale studentilor sunt prezentate in continuare.
Prin proiecte am reusit sa infelegem partea practicd a geometriei,
Proiectul a fost util atdt pentru cunostintele noastre matematice, cat si pentru
cele informatice.
A Proiectele sunt cele mai indragite de noi.
In chestionare, studentii au facut si diverse sugestii pentru o mai buna organizare a
unor astfel de activitdti in viitor. De exemplu, ei considera utild prezentarea fiecarul
proiect si discutarea programului realizat in fata colegilor de grupa.

6. Utilitatea acestor activitati

Din perspectiva studentilor participanti, utilitatea proiectelor este evidentiata de

comentariile de mai sus. Din perspectiva autorilor studiului, ca profesori, consideram ca

acest tip de proiecte este util, deoarece:

- determind o mai buna intelegere a temelor predate la curs: pentru pregatirea unui
astfel de proiect trebuie citita si inteleasa o mare parte a materiei predate;

- se realizeaza conexiuni intre geometrie, algebra si informatica, precum si aplicatii ale
acesteia (grafica pe calculator); studentii au apreciat faptul ca au fost pusi in situatia
de a face trecerea de la o gandire matematica, teoretica, la aplicatii practice;

- este stimulata invatarea prin descoperire;

- studentii sunt pusi in situatia de a invata si de a se familiariza cu materia predata inca
din timpul semestrului;

- este cultivat spiritul de echipa.
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Se remarca, de asemenea, un interes crescut al studentilor, manifestat prin prezenta
crescuta la cursuri si la seminarii si prin numarul mare de programe primite. In plus, am
remarcat existenta unor rezultate mai bune, comparativ cu seriile —martor, la care nu au
fost aplicate aceste metode. (Din pdcate, nu putem absolutiza aceasta concluzie,
deoarece seriile - martor au avut alti profesori.)

7. Concluzii

In [5], Hillel identifica existenta a trei limbaje in predarea algebrei liniare, care constau
in moduri diferite de descriere si reprezentare a conceptelor. Aceste limbaje coexista,
dar in mod cert un sunt echivalente. Aceste limbaje sunt:

1. Limbajul abstract - reprezinta utilizarea acelui limbaj formalizat, teoretic, prin care
conceptele si teoria sunt formalizate. De regula, in acest limbaj sunt exprimate notiunile
de spatiu vectorial, subspatiu, sistem de generatori, aplicatie liniara, nucleu etc.

2. Limbajul algebric (numeric) — presupune prezentarea conceptelor in cadrul specific al
spatiului R". In acest limbaj sunt prezentate de reguld notiunile de rang, matice,
subspatiu.

3. Limbajul geometric — presupune prezentarea conceptelor in contextul geometric, al
vectorilor din plan sau din spatiu. In acest limbaj sunt prezentate de regula notiunile de
segment, punct, dreapta, plan, transformare geometrica.

In urma desfasurarii studiului, am ajuns la formularea unei noi ipoteze: in invatarea
algebrei liniare este util si un al patrulea limbaj, si anume /imbajul informatic. Acesta
presupune prezentarea conceptelor de algebra liniara ca parte a unor programe de
calculator. Credem ca limbajul informatic este complementar celor trei limbaje
mentionate.

Ne propunem ca, prin cercetari aflate in desfasurare, sa determinam legaturile intre
limbajul informatic si celelalte tipuri de limbaje, mentionate mai sus.
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THE CHASE OF RADICALS

Abstract. The paper presents some significant aspects concerning the history of
discovering the radicals and their use in solving polynomial equations.

“Matematica superioard, desigur inseamna pur si simplu acele ramuri ale acestei stiinte
care nu au gasit inca un camp larg de aplicare si deci nu au iesit din absurditate” spunea
Thorton Fry in 1941.

In urma cu 20-30 de ani existau unele domenii ale matematicii care pdreau intangibile la
presiunea unor necesitati practice; in acelasi timp ramuri ale matematicii ca teoria
probabilitatilor sau statistica matematica, ndscute efectiv din practica, au devenit foarte
teoretizate. Alaturi de matematica superioara exista un important corp de cunostinte ce
formeaza matematica elementara in care ecuatiile algebrice ocupa un loc insemnat.

De-a lungul timpului s-a constatat o adevarata goana dupa radicali cautandu-se diferite
formule cu radicali pentru rezolvarea ecuatiilor de tipul

P(xX)=ax" +ax" " +..+a, ,x+a,=0 (1)
cu a,#0, a,e€Z, i=0,1, 2 .., n. Ele apdreau in diverse probleme de geometrie,
mecanicd, astronomie.
In papirusul Rhind al scribului Ahmes din anul 2000 i.c. pastrat la British Museum din
Londra si in papirusul din anul 2200 i.c. pastrat la Muzeul Artelor din Moscova exista

printre cele 110 probleme de matematica si unele care conduc la ecuatii de gradul I.
De exemplu in papirusul lui Rhind apare ecuatia

X+1X=19.
7

Babilonienii au acordat o mai mare atentie ecuatiilor. Ei aproximau destul de bine
raddcina patrata din diferite numere. De exemplu

25 45
2=1+—,~3=1+—.
V2 60 V3 60
Ei intocmiserd diverse tabele care i ajutau la rezolvarea unor ecuatii de diferite ordine.
De exemplu una din probleme conducea la ecuatia

1
X+—=a
X

a az
x=24+ 2] -1.
3)

Toate problemele erau formulate in cuvinte si rezultatele lor erau date fara explicatii.

cu solutia
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. . . |X+y=a S
Pentru rezolvarea sistemului de ecuatii { y b babilonienii introduceau o

Xy =

o Sy . a o a .
necunoscuta auxiliara z ei notau X:Z+E de unde rezulta y:E—z, deci

sz

Babilonienii s-au mai intalnit si cu probleme care duceau la ecuatii de grad mai mare.
De exemplu, ei incercau s rezolve ecuatii de forma x® + x? =a. In lipsa unor formule
de rezolvare, babilonienii au alcatuit tabele pentru a-I aproxima pe x.

Grecii antici au pus bazele axiomatice ale geometriei sintetice, au studiat corpuri de
rotatie, sectiuni conice, au prefigurat elemente ale analizei matematice si au descoperit
incomensurabilitatea, adica imposibilitatea de a exprima raportul a doua segmente
oarecare printr-un raport de numere intregi.

Pentru a evita aceste situatii neplacute care apareau in probleme ei au dezvoltat o
algebra geometrica care utiliza rapoarte geometrice, arii pentru exprimarea rapoartelor
generale intre marimile aritmetice.

Algebra geometrica ajuta la rezolvarea ecuatiilor de gradul II de forma: ax + x> =b. Pe
un segment AB=g, se construieste un dreptunghi ABHJ cu suprafata ax, egal cu un
pétrat de arie 7 in asa fel incit partea in plus a ariei fatd de dreptunghi s3 fie un patrat

AEF] (FM=BC si CE=DA). Din constructie CD=5, CA=§, AD=AL=§+X. Aplicand

2 2
teorema lui Pitagora in triunghiul ACD obtinem 5> = [% + xj - [gj =ax + x°.
Deci latura patratului AEF] este solutia cautata.
Mai tarziu Arhimede (287-212 i.c.), unul dintre cei mai mari oameni de stiintd ai
antichitatii, a formulat o problema care conducea la o ecuatie de gradul III: sa se taie o
sfera in doua portiuni, astfel incat volumele segmentelor sferice obtinute sa se gaseasca

. m . . " e .
intr-un raport dat —, unde m >n. Arhimede ajunge in final la ecuatia x° + b%c = ax?,
n

unde x reprezinta indltimea segmentului sferic mai mare iar a, b, ¢, reprezinta cantitatile

mR . v A o v
3R, 2R, ——— . Arhimede rezolva problema, reformuland-o in felul urmator:
m+n

Fiind date doua drepte BD si BZ, cu BD=2BZ,
s/ un punct T pe BZ, sa se imparta BD printr-
2
un punct X, astfel ca: BDZ -
DX 1z
Arhimede aplica urmatorul rationament:
D X B ¥ 7' solutia ecuatiei se obfine prin intersectia a
doua sectiuni conice si anume parabola
simetricd fata de axa ordonatelor, de ecuatie

%by = x2 s/ hiperbola echilaterd de ecuatie

3bc
(a—X)sz.
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In plus, Arhimede a ficut si discutia acestei probleme: solutia ecuatiei existd daca
punctul 7'se afla cuprins intre Bsi Z

Diofant din Alexandria (secolul III), in lucrarea sa Aritmetica introduce prima incercare
sistematicd de folosire a unei notatii algebrice consecvente. El se consacrd in mod
deosebit studiului ecuatiilor, diofantice — cum le numim noi astazi, adica a ecuatiilor
nedefinite cu douad necunoscute si de diferite ordine. Astfel, in rezolvarea ecuatiei
2x* +7 = y?, intelegem automat cd se cautd numai solutii intregi; Diofant admitea insa

ca solutii orice numere rationale pozitive.
In ceea ce priveste ecuatiile cu o singura necunoscuta, Diofant considera doar o singura
ecuatie de gradul III si anume ecuatia x> +3x -3x°—-4=x°+2x, care nu prezinta
prea mare interes pentru cd se rezolvd cu o simpla descompunere in factori:
X} +x=4x*+4 sau x(x*+1)=4(x*+1).
In China anticd matematicienii s-au ocupat in mod deosebit de rezolvarea ecuatiilor
algebrice. Ei inventeaza o metoda rapida de extragere a radacinilor de diferite ordine,
metoda pe care au aplicat-o si la rezolvarea ecuatiilor. Ei rezolvau curent ecuatii de
gradul I si II, precum si ecuatii binome de gradul III, si reusisera sa inventeze
substitutiile pe care astdzi le cunoastem sub numele de substitutiile lui Horner: x=ky si
y=p +2z, cu ajutorul carora se transforma in mod convenabil ecuatiile de ordin superior.
Orientul arabo-persan a jucat un rol important in dezvoltarea matematicii, pastrand si
transmitand mai departe cuceririle stiintifice ale lumii antice. Intre secolele al VIII-lea si
al IX-lea, centrul spiritual al orientului era Bagdadul. Califul Harun al-Rasid (cel din 1001
nopti) (786-809) infiinteaza o bibliotecd uriasd, alt calif al-Mamun infiinteaza un
observator astronomic si Academia Beit alHikma (= lacasul intelepciunii). Rolul
invatatilor din tarile arabe a fost deosebit, insusi termenul de algebra provine din limba
araba.
Al-Horezmi a scris o lucrare intitulata A/ kitab al-muhtasar fi hisab al-djabr va-Imukabala,
in traducere Carte scurtd despre calculul algebrei si almucabalel, in care apare prima
data cuvantul algebra folosit astazi in intreaga lume. Al-Horezmi se ocupa doar de
studiul ecuatiilor de gradul I i II.
In schimb Omar Khayyam (1048-1131) nascut la Nasapur in vechea Persie, a elaborat o
adevarata teorie despre ecuatiile de gradul III. El afirma ca ecuatiile de gradul III nu se
pot rezolva in general cu ajutorul riglei si compasului. Abia in 1637 Rene Descartes
(1596-1650) reafirma din nou aceastd idee, pe care douda secole mai tarziu
matematicianul francez P.L. Vantzel (1814-1848) reuseste sa o demonstreze riguros.
Iatd un exemplu de ecuatie de gradul III rezolvatd de Omar Khayyam cu ajutorul
metodelor geometrice.

Pentru a rezolva ecuatia X’ + p’x =p’g, el se

A foloseste de cercul de ecuatie x*+y’=gx si de

parabola x? = py pe care le scrie sub forma P_X Si

C E B Xy

2
X~ ¥ _ de unde p_2: X sau pP(g-x)=x°
y y-x X g-x
echivalentd cu ecuatia initiald. In constructia
D G geometricd datd de Khayyam AB’=p?, iar AB°BC=p’q.
In figura, sensul pozitiv al axelor este cel indicat de
sageti. Punctul D de intersectie al celor doua curbe

este solutia pozitiva a ecuatiei.
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In Italia medievald (secolul al XVI-lea) descoperirile stiintifice erau considerate
proprietate privata si erau tinute secret. In aceasta perioada are loc si rezolvarea prin
radicali a ecuatiei generale de gradul III. Scipione del Ferro (1456-1562), profesor la
Universitatea din Bologna, reuseste sa gaseasca regula generala de rezolvare algebrica
a ecuatiei: x* + px =g . Ulterior, Niccolo Fontana zis Tartaglia (1500-1557) afirma ca a
gasit si el solutia ecuatiei generale de gradul III, pentru ecuatii de tipul x> +px =g.
Giorolamo Cardano (1501-1576), matematician de geniu al epocii publica in lucrarea sa
Ars Magna formulele de rezolvare ale ecuatiei de gradul III, descoperite de Tartaglia si
del Ferro si demonstrate de el. Cardano a mai aratat cum se reduc ecuatiile cubice
complete la ecuatii cubice cu numai trei termeni. De asemenea, lui 1i apartine prima
intrebuintare a solutjilor imaginare ale ecuatiilor patratice, el expune si metoda de
reducere a ecuatiei de gradul IV la rezolvarea unei ecuatii de gradul III, metoda gasita
de elevul sau Ludovico Ferrari.

Formulele pentru rezolvarea ecuatiei de gradul III poartd numele lui Cardano. Fie
ecuatia: g, x> +ax*+ax+a,=0unde g,#0, a,€Z,i=0,1, 2 3.

Cu ajutorul transformarii x = y —3% ecuatia se reduce la forma y° - Ay +B=0,cu A
0

si B numere rationale. Deci intr-adevar o ecuatie de gradul III poate avea forma
generald data de Tartaglia, sianume x° + px +g =0.

Cautam o solutie x = v +v pentru care are loc: (¢v+v)’ +p(u+v)+g=0. Pe de alt3

parte are loc identitatea evidentd: (v +v)® -3uv(v +v) - (v® +v*) =0. Comparand cele

doua relatii se observa ca: p =-3uv si g =—(u’ +v?) care se transforma intr-un sistem
w+vi=—q

de ecuatii de genul: (
uv? =

w|‘q

j . Asadar, avand suma si produsul, ecuatia de gradul

Il ce dd ¢ s/ vV, este: t? +qt—(§j =0, de unde

- 412 48 ]

Aceste formule poarta numele Iui Cardano.
Celelalte doua radacini se obtin imediat din: x, = @’v +av si x; = a’v + au, unde asi
1413 o o _-1-i3

2 YT
Goana dupa radicali a inregistrat deci prima batdlie victorioasd importanta: rezolvarea
ecuatiei de gradul III.
A mai rémas ecuatia de gradul IV: gx*+ax’+a,x*+ax+a,=0 unde a, =0,

o sunt rédcinile cubice ale unit&tii, adicd « =

. . . a
ael, i=0,1,2,3,4. Cu ajutorul transformarii X:y—4—1, ea se reduce la forma
aO

y*+ py? +qy +r =0. Astfel cd se poate considera si aceasta ca forma generala.

O rezolvare elegantd a ecuatiei de gradul IV a dat-o celebrul matematician francez Rene
Descartes (1596-1650). El a pornit de la ideea ca un polinom de gradul 1V poare fi scris
ca un produs de doua trinoame de grad II, adica
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yiepy gy +r=(xX"+ax+b)(xX’+ax+b)

in care a, a, b, by trebuie determinati. Identificand coeficientii, Descartes obtine
sistemul

a+a =0
a,=-a
b+b +aa =p | o
— 2 2 _q__
ab1+alb:q = b+b1—p+a = (p+a) 32_4/, sau
bb =r sau (b +b) —(b-b) =4r bl_b:g

at+2pa* +(p*-4r)a*-qg*=0.

Notdnd a* = v obtinem ecuatia de gradul 111 : ¢° +2pu’® +(p> -4r)u—g*> =0, care se
rezolva cu formulele Iui Cardano.

Goana dupa radicali a continuat, pana cand norvegianul H. Abel (1802-1829) si italianul
Ruffini (1765-1832) reusesc in final sa demonstreze un fapt extrem de important:
ecuatiile algebrice generale de grad mai mare sau egal cu cinci nu pot fi rezolvate prin
radicali. Acesta este sfarsitul goanei dupa radicali. Astfel se deschide o noud perioada in
dezvoltarea algebrei.

Bibliografie

[1] Ion D., 1., Radu, N., Algebra, E.D.P., Bucuresti, 1991.
[2] Radu, N., colab., Algebra pentru perfectionarea profesorilor, E.D.P., Bucuresti, 1983.
[3] Voda, V. Gh., Surprize in matematica elementara, Ed. Albatros Bucuresti 1981.



ROMAI Educational Journal
2 (2007), 83 - 87

UTILIZAREA JOCURILOR DIDACTICE

~n ~

IN INTELEGEREA NUMERELOR RATIONALE

Consuela Luiza VOICA, Gratiela DRAGOMIR
Scoala cu clasele I-VIII nr. 12, Bucuresti

USING DIDACTICAL GAMES IN UNDERSTANDING RATIONAL NUMBERS

Abstract. The paper reports on an experiment involving students in grades 4-6 (10-
11 to 12-13 years old). In our research, we studied the children’s representations of
the concept of fraction and that of rational number. We found that students can better
understand rational numbers when they play didactical games. In this paper, we
describe the games we used for the experimental activities.

1. Introducere

Este unanim acceptat faptul cd majoritatea copiilor de varsta scolara sunt interesati de
joc. Prin joc, ei invata sa respecte reguli prestabilite si isi dezvolta simtul competitiei.
Acest interes poate fi insd folosit cu succes si pentru invdtarea unor concepte
matematice.

In general, un joc presupune existenta unui/ unor jucatori, care se folosesc de un cdmp
de joc, ce respecta cateva reguli de desfasurare a jocului si au o modalitatea de stabilire
a castigatorului. In plus, un joc presupune terminarea lui intr-un timp rezonabil.

Trebuie sa facem, de la inceput, o clard distinctie intre joc si joaca. In timp ce jocul (in
particular, jocul ,didactic”) are componentele de mai sus, joaca prezinta un mare grad
de improvizatie, iar regulile nu sunt clare. In aceasta lucrare, ne ocupam doar de jocul
didactic si discutam posibilitatea aplicarii acestuia la clasa, in scop educativ.

Jocul didactic are cateva avantaje indiscutabile; mentionam doar faptul ca prin joc pot fi
formate deprinderi de diferite tipuri (locomotorii, intelectuale, de natura etica). Mai mult,
jocul poate fi utilizat in oricare moment al activitatii de invatare - pentru predare, ca
aplicare sau pentru evaluare.

Exista insa si diverse dificultati ale utilizarii jocului didactic la orele de matematica. Pe de
o parte, pentru elevi, manipularea anumitor materiale in timpul activitatii, invatarea
regulilor jocului si acceptarea infrangerii pot fi dificile. Pe de altd parte, profesorul
trebuie sa aiba abilitatea pastrarii unei atmosfere de lucru.

Tot ca dificultdti (de care chiar autorii acestui articol s-au lovit) semnaldm inexistenta
literaturii de specialtate si dificultatea identificarii unor jocuri didactice, adecvate unei
teme date. (O lucrare care abordeaza problematica jocului didactic este [1].)

Lucrarea de fatd prezinta cateva jocuri didactice, mare parte inventate de noi, care pot fi
folosite la clasa pentru intelegerea conceptului de numar rational si introducerea
operatiilor cu numere rationale.
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2. Exemple de jocuri

Prezentam in continuare cateva exemple de jocuri pentru tema: Fractii/ Numere
rationale.

2.1. Jocul baghetelor ([3])

Acesta este un joc individual. Cdmpul de joc consta dintr-un ,tabe
jos.

|II

de forma de mai
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JPiesele” cu care se joaca sunt baghete confectionate din hartie, de Iatimea benzilor
campului de joc si de lungimi variabile, dar corespunzatoare unor fractii din campul de
joc. (In figura de mai jos, sunt date doua exemple de astfel de baghete.)

Baghetele corespund, de fapt, unor fractii ce apar reprezentate pe campul de joc. Astfel,
" . . ” .3 .3

in figura de mai sus, ,piesele” corespund fractiilor = respectiv e

Regula jocului este urmatoarea: Foloseste terenul de joc si gaseste cat mai multe fractii
echivalente cu cea datd. Castigatorul jocului este elevul care gaseste cele mai multe

fractii corecte, in timpul cel mai scurt.
Acest joc este util pentru intelegerea fractiilor echivalente.

O varianta a jocului poate fi folosita pentru a efectua operatii cu numere rationale.

. o . 1 .1 .
Pentru aceasta, se cere de exemplu elevilor sa efectueze suma dintre 5 Si 3 folosind
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baghete de dimensiuni corespunzatoare si campul de joc. Elevii ajung astfel in mod
natural la necesitatea determinarii unui numitor comun, prin potrivirea celor doua
baghete pe portiunea adecvata a campului de joc.

In acelasi mod se pot exersa scaderea a doud fractii sau inmultirea/ impartirea unei
fractii cu/ la un numar natural.

2.2. Jocul fractiilor

Acest joc se desfasoara cu 3-4 parteneri.

Pentru acest joc, campul de joc constd in: cateva mere, tdiate in cate 2, 3, 4, 6 parti
egale; o paine rotunda (pitd) tdiata in 12 parti egale; ,carti de joc” pe care sunt scrise
diferite fractii.

Regula jocului este urmatoarea: la inceput, cartile de joc sunt distribuite in mod egal
jucatorilor. Se stabileste un sens de joc. Pe rand, un jucator (A) cere urmatorului jucator
(B) o parte din ,,obiectele” de joc, care reprezinta o fractie echivalenta cu cea inscrisa pe
unul dintre cartonasele din mana lui. Se pot intdmpla urmatoarele situatii:

a) Fractia ceruta nu poate fi alcdtuita din ,obiectele” solicitate (de exemplu: dacd A a
cerut 6/8 dintr-un mar, dar mai sunt doar doud patrimi din marul impartit in patru pe
masd). In acest caz, A primeste un cartonag de la B, iar B continud jocul.

b) B alege gresit numarul de obiecte. In acest caz, el primeste un cartonas de la A, iar
A continud cu o noud intrebare (adresata jucatorului care urmeaza).

c) B alege corect numarul de obiecte cerut. In acest caz, obiectele alese sunt
indepartate de pe campul de joc, A pune pe masa cartonasul ,licitat”, iar B continua
jocul.

Exista si posibilitatea ca A sa spuna ,,pas”, caz in care jocul este continuat de B.

Jocul se termina atunci cand unul dintre jucdtori si-a terminat toate cartonasele, sau
cand toti jucatorii au spus ,pas”.

Castiga jucatorul care are cele mai putine cartonase (eventual, niciunul) la terminarea
jocului

Varianta a jocului: pe langa materialele de mai sus, ,campul de joc” mai contine figuri
geometrice, partitionate in parti congruente, o sticld de 1 litru plind cu suc, pahare de
100 ml, 200 ml, 250 ml.

2. 3. Jocul ciocolatei

Jocul are doi parteneri. Pentru acest joc, cdmpul de joc este format dintr-o ciocolata
formatd din ,tablete” (ca in imaginea de mai jos). Regula jocului este urmatoarea:
jucdtorii iau pe rand un numar de tablete, care reprezintd o fractie din intreaga
ciocolata, diferita de toate fractiile ,luate” anterior. Pierde jucatorul care este nevoit sa
ia ultima tableta, sau cel care nu mai poate continua.
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De exemplu, o posibila desfasurare a jocului ( pe ,campul” prezentat in stdnga imaginii)
poate fi urmatoarea.

Primul jucator 2 3 ... u poate continua, deci
10 10 pierde!

Al doilea jucator 1 1
5 10

Jocul are si 0 urmadtoarea varianta: De fiecare datd, numarul de tablete luate se exprima
ca fractie relativ la numarul de tablete din acel moment. De exemplu, o posibild
desfasurare a jocului ( pe ,campul” prezentat in dreapta imaginii) poate fi urmatoarea:

Primul jucator 2 3 5 3
24 10 12 4

Al doilea jucator 1 1 3 ... trebuie sa ia ultima
11 7 7 tabletd, deci pierde!

2.4, Stafeta ([2])

Stafeta este un joc pentru 4-6 parteneri. Pentru ,Stafeta”, campul de joc constd dintr-o
foaie de hartie continand siruri de fractii cu acelasi numitor, de tipul:

1 2 3 98 99 100 101 102
100°100°100' 7100100100100 100"

~Stafeta” se poate juca in echipe de 4 - 6 elevi. Regula jocului este urmatoarea: elevii isi
adreseaza, pe rand, intrebari privind sirul de fractii (de tipul: ce fractie urmeaza dupa

34 . N <
ﬁ?) sau despre scrierea zecimala a acestor numere. Elevul care nu raspunde corect

este eliminat din joc. Jocul continud cu elevul care urmeaza. Castigatorul este jucatorul
care ramane ultimul in joc.

2.5. Jocul reprezentarilor
Jocul se desfasoara intre 2 parteneri. Pentru acest joc, cdmpul de joc este format din
caroiaje dreptunghiulare, de diverse dimensiuni. Participantii trebuie sa reprezinte pe
caroiajele date cateva fractii, indicate de conducatorul jocului (exemplu: reprezintd pe
caroiajele de mai jos fractiile %, % ,% )
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Castigatorul este jucatorul care reprezinta corect fractiile date, in timp minim.

Pentru exemplul dat, observam ca principala dificultate cu care se pot confrunta elevii
este alegerea caroiajului adecvat pentru reprezentarea fiecariei fractii.

3. Concluzii

Aceste jocuri au fost propuse unor elevi din clasele a IV-a si a V-a, ca modalitate de
familiarizare cu fractiile si operatiile cu fractii. In urma desfasurarii la clasa a unor astfel
de activitati, am remarcat ca fractiile sunt mai bine intelese de elevii la care am introdus
relatia de echivalenta a fractiilor si operatiile cu fractii prin joc, comparativ cu clasele la
care predarea s-a facut in mod traditional. Prin jocul baghetelor, amplificarea si
simplificarea fractiilor, ca si relatia de echivalentd, apar in mod natural. Ca urmare, elevii
pot justifica mai bine amplificarea si simplificarea unei fractii si inteleg necesitatea
aducerii la acelasi numitor pentru adunare sau scadere. Inmultirea si impartirea cu/ la
un numar natural se fixeaza mai usor, iar interesul elevilor pentru operarea cu fractii
creste.

In concluzie, consideram ca utilizarea jocurilor didactice in invatarea matematicii este
foarte utila.
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