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In perioada 14-16 Octombrie 2005, la Universitatea din Pitesti s-a desfasurat cea
de-a 13-a editie a Conferintei de Matematica Aplicatd si Industriald (CAIM 2005).
Lucrdrile Conferintei au fost grupate in 6 sectiuni, si anume: 1. Algebra, logica,
topologie; 2. Ecuatii diferentiale ordinare si sisteme dinamice finit dimensionale; 3.
Analiza functionald. Ecuatii cu derivate partiale; 4. Metode analitice si numerice in
mecanicd. Matematica industriald; 5. Informatica teoretica; 6. Educatie.

In total, la lucréri au participat aproximatix 100 de specialisti din Romania,
Republica Moldova, Canada, Japonia, Italia, Rusia, Ucraina, unii participanti straini fiind
prezenti la CAIM pentru a 5-a oara.

Temele abordate au fost atat unele clasice, cat si unele de interes recent. Dintre
participanti, semnalam prezenta predominantd a cadrelor didactice universitare si a
cercetatorilor interesati in matematici aplicate, sau in domenii de matematica pura, a
inginerilor, fizicienilor, informaticienilor si a wunor profesori din invatamantul
preuniversitar.

Spre deosebire de alte editii ale CAIM, de data aceasta numarul participantilor la
sectiunea a 6-a — Educatie — a fost mult mai mare, iar lucrarile prezentate in cadrul
acestei sectii au cuprins tematici mai variate.

O caracteristica a acestei sectiuni a constituit-o transformarea fiecarei lucrari intr-
0 mini-masd rotundad, prin dezbaterile privitoare la tematica prezentatd si la posibilele
continudri ale acesteia, ca teme de cercetare in didactica matematica. In acest fel,
participantii la discutii au Tmbogatit perceperea materialului prezentat cu exemple si
observatii profunde.

Volumul de fatd contine majoritatea lucrdrilor sectiei de Educatie CAIM 2005. in
cele ce urmeaza, prezentam pe scurt tendintele manifestate in aceste lucrari.
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Continuand traditia ultimilor ani, unul dintre articole (Axiomatica si geometria
neeuclidiand) a prezentat aspecte de istoria matematicii. Sunt evidentiate ideile care au
condus la aparitia modelelor neeuclidiene si sunt prezentate modelele Iui Klein, Poincaré
si Riemann.

Patru dintre lucrdrile prezentate (Aplicatii ale metodei inductie/ matematice,
Module. Inegalitdti, Inegalitati in triunghi, Numere prime - cdteva teoreme remarcabile
s/ aplicatii ale acestora) au vizat aplicatii ale unor rezultate teoretice cunoscute. In
aceste lucrari, partea originala o constituie modul de alegere si ordonare a problemelor
propuse — un adevarat ghid pentru aplicatiile la clasa.

Din ce in ce mai multe comunicari pun elevul in prim-planul studiilor facute. Unele
dintre aceste lucrari (Utilizarea materialelor didactice pentru invatarea matematicii in
gimnaziu, Invatarea prin proiect, Utilizarea hartilor conceptuale in predarea algebrei)
prezinta strategii moderne in procesul de invdatamant, mai putin cunoscute si utilizate in
Romania. Aceste lucrdri avanseazd recomandari generale privind modul de organizare si
desfasurare a acestor strategii, precum si exemple concludente. Alte comunicari
(Strategii ale jocurilor logice, Predarea-invatarea eficienta a matematicii in ciclul primar)
prezinta metode exersate la clasa si observatii asupra acestora.

O alta categorie (O clasificare cinematica a problemelor de matematica, Un studiu
privind invatarea spatiilor vectoriale) o constituie lucrdrile de cercetare in domeniul
Educatiei Matematice.

O noutate pentru CAIM a fost prezentarea unor comunicari (Systems of
computerized mathematics in the teaching process, Tehnologii moderne in procesul de
invatamant) privind modalitati de utilizare a unor soft-uri specializate.

De asemenea, spre deosebire de anii trecuti, remarcam cu bucurie aparitia unor
comunicari de matematica aplicata (Cum a fost contestatd propagarea rectilinie a
luminii, Legarea predarii geometriei de practica, Matematica in sprijinul fizici)), ce se
adreseaza cadrelor didactice preuniversitare si care ar fi de dorit ca in anii ce vin sa
constituie o parte insemnata a comunicarilor sectiei de Educatie a CAIM.

Partea cea mai interesantd a sectiunii Educatie au fost insd, dupd parerea
noastra, dezbaterile ample care au urmat prezentarii fiecarei lucrari in parte. Parerile si
comentariile exprimate de catre participanti, plusurile si minusurile evidentiate despre
fiecare lucrare, sugestiile privind posibile continuari ale lucrarilor ca teme de cercetare —
toate acestea ar putea conduce, la urmatoarele Conferinte, la reconsiderarea elevului,
ca principala tinta a cercetarilor de Educatie Matematica.

Prof. univ. dr. Adelina GEORGESCU
Presedinte ROMAI

Lector univ. dr. Cristian VOICA
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APLICATII ALE METODEI INDUCTIEI MATEMATICE

Liliana ANTONESCU Marius ANTONESCU
Scoala nr. 1 Liviu Rebreanu Scoala cu clasele I — VIII
Mioveni, Arges Leicesti, Arges

APPLICATIONS OF THE MATHEMATICAL INDUCTION METHOD

ABSTRACT. The method of mathematical induction consists in proving the validity of a
proposition P(n), depending on a natural number n. The method uses the well-ordering
property of N, i.e. every non-empty subset of the set of natural numbers contains a smallest
number.

In the paper, the following three equivalent enounces for the method of mathematical
induction are presented:

1. Let AP(n) be a proposition depending on the positive integer 7 and let a be a natural
number. Suppose that P(g)is true and that Ptk) — Ptk + 1) is a true statement, for all k> a.
Then A(n)is true for any n= a.

2. Let P(n) be a proposition depending on the positive integer n and let @ be a natural
number. Suppose that P(a)is true and that for any ke N, with a <k <n, Ptk) — P(n + 1)is
a true statement. Then AP(n)is true for any n= a.

3. Let A(n) be a proposition depending on the positive integer n7 and let @ be a natural
number. Suppose that all the propositions P(a), P(a +1), ..., P(@ + p) are true and that all the
implications P(k) — P(k + p) are true, for any k = a. Then P(n)is true for any n= a.

For all these enounces, applications are presented.

1. Inductia matematica: o prima varianta

Varianta 1. Fie P(n) o propozitie matematica care depinde de un numar natura/n > a,
a fiind un numar natural fixat.
Daca
1. propozitia P(a) este adevarata
2. oricare ar fi k= a, implicatia P(k) — P(k + 1) este adevarata,
atunci oricare ar fin 2 a, P(n) este adevarata.
Aceasta varianta poate fi aplicata in probleme care implicd demonstrarea unor
inegalitati, de tipul celor din problemele 1 si 2.

n
Problema 1. Demonstrafi cd dacd xi; Xa; X3; ...; Xn > 0 astfel incat [|x, = 1, atunci
i=1

n
Y x;2n, unden e N*,
i=1

Demonstratie. P(1): x; > 0, astfel incat x; = 1 = x; > 1.
Presupunand P(k) adevarata, vom demonstra Pk) — P(k +1).
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k Kk
P(K): x1; X X3, ...; X > Oastfel incat [] x, = 1, atunci )" x, > k.
i=1 /=1

k+1 k+1
Fie X1, Xz X3/ ...; X X1 > 0 astfel incat J]x, = 1. Deoarece J]x, = 1, unul dintre
i=1 i=1
aceste numere este mai mare sau egal decat 1 si altul este mai mic sau egal decat 1.
Sa consideram x, < 1 i x,,; > 1; atunci
( ])(Xp+1—I)S0 :>Xp +Xp+]21+Xp'Xp+]
Fie X1 X2; X3, ...; Xi-1) Xp - Xp+1, CU Xk = Xp - Xpr1, K NUMere pozitive cu produsul 1.

Xt +Xo+ Xz + oot Xpes XK = X1+ X0+ X3+ ...+ Xz +Xp - Xpr12 k
Cum X, + Xp47> 1 + X, - Xp4z, prin adunarea ultimelor doua relatii se obtine
X1+ Xo+ Xzt ot Xpeg + Xp+ Xprz 2K+ 1.

Pentru xx = X, Si Xkr1 = Xp+z SE Obtine
k+1 k+1
Plk + 1):Daca Xi; X2} X3} ...; Xk} Xk+1 > 0 astfel incat HX,. =1,atunci > x,2 k+ 1.
i=1 /=1
Deci AP(n) este adevarata v ne N*

Problema 2. Fie sirul (x,).>; definit astfel:

x1=1,(n+1)xn+1=1+i,Vn21.
X

n

Se cere s4 se calculeze limnx, .

N—soo

Demonstratie. Vom arata prin inductie matematica dubla inegalitate
<X S ————,vnz21,

2
\/4n+5—1 \/4n+ -1’

de unde, folosind lema clestelui, va rezulta limvnx, = 1.

N—so0

. 2 2

Fie Pn); ———— <X S ————,Vn=1.
") J4n+5 - 1 "7 Jan+1-1

P(1): %_xl \/__ este o propozitie adevarata.

Presupunand A(k) adevarata, vom demonstra Ptk) — Pk +1).

2 2
PK)) ————— S X4y S ——m—.
O k51 == Jakeia

P+ 1) e S €
Avem
\/4k+1—1<i< 4k +5-1
2 X, 2 '

de unde
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Vak +1+1 1 J4k+5+1
T Tl =< T e

2 X, 2
Vak +1+1 1 1 vak +5+1
& < 1+ —|€«<————— &
2(k+1) ~k+10  x, 2(k+1)
4k 4(k+1)
& <X, < &
2(k+1)(Vak +1-1) 2(k+1)(Vak +5-1)
2k 2

= (k+1)(Vak +1-1) = Hen S( 4k +5-1)

Pentru a incheia, este suficient sa aratam ca
2 < 2k
Vak+9-1" (k+1)(Vak +1-1)

Dar
2 2k

J4k+9—1s(k+1)(\/W—1) =
o (k+1)Vak+1-k-1<kJak +9 -k &
o (k+1)Vak+1<1+kJ4k+9 &
& (k+1) (4K +1) <1424k +9 + k* (4k +9) &
< 3 Sm,

ceea ce este evident adevdrat.
Aceeasi varianta a principiului inductiei matematice poate fi folosita pentru a
demonstra egalitati de tipul celor din problemele 3 si 4.
Problema 3. Demonstrati cd
[n} {n+1} {n+2}
— || — |+ — |+
p p p
Demonstratie. Procedam prin inductie dupa ».
P(1): [1}+[£}+{i}+...+{p_1}+[£} =1=>1=1.
p p p p p
Presupunand A(k) adevarata, vom demonstra Ptk) — Pk +1).
P(k): [£}+[k+1}+[k+2}+...+{m} =k.
p p p p

In ultima relatie se aduna {kLpp} —{%} in fiecare membru si se obtine

+{n+g_1}:n,Vn, pe N*
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SIS e S ) 5
ol il e e S R e
sl b S e ]

:>P(/(+1).'[k+1}+{k+2}+...+{k+p_l}+{k+p}:/(+1.
p p p p

Deci AP(n) adevarata pentru orice n € N*,

Problema 4. S3 se gaseasca exponentul lui 2 din descompunerea in factori primi a
numarului

En=(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)-....(n+n), n € N*.
Demonstratie. Se noteaza exponentul lui 2 din descompunerea lui £ cu e.
Fie P(n) : Exponentul lui 2 din descompunerea in factori primi a numarului

E,=(n+1)n+2)n+3)..-(2n) ne N*,
este e,=n.
Verificam

P(J) E;=2=e =1
PR2):E,=34=¢e =2
P(3): E; =456 =e;=3
P(4): E; =5678=¢e;=4.
Presupunand AP(k) adevarata, vom demonstra Ptk) — Pk +1).
Pk): Ex = (k + 1)-(k + 2)-(k + 3)-....(2k) = e =k
Ekr1 = (k + 2)-(k + 3)-(k + 4)-...-(2k)-(2k + 1)-(2k + 2)
= By = (kK + 1)(k + 2)-(k + 3)-(k + 4)-....(2k)-(2k + 1)-2
R = Exrr = Ex -(2/( + J)'Z.
In descompunerea numarului (2k + 1)-2, numarul 2 are exponentul 1.
Pk + 1): Exr1 = (k + 2)-(k + 3)(k + 4)-...-(2k)(2k + 1)-(2k + 2)
=6 =6 +1=k+1.

Deci P(n) este adevarata v ne N*

Problema 5. Un melc se tardste in timpul zilei 1 m pe un perete in sus, aluneca in jos
noaptea cu jumatatea distantei urcate. Daca notam cu h, indlfimea atinsd in seara a n-a

e v o 1 )
(exprimata in m), sa se arate cah, = 2 - St pentru oricen € N.

Demonstratie. Din datele problemei, deducem relatia de recurenta
1
/7,7./-] = E'hn+ 1.

Avem h; =2 - % =2 -1 =1; pentru n = 1 afirmatia din enunt este verificata.
Fie fy = 2 - %, pentru un & € N; atunci

1 1 1 1 1
/7/(+] =E'/7/(+ 1 = 5(2——_j+1 = 1 = 2—+1 = 2' —
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asadar
1

k)1

Mers =2 -

In cadrul aceleiasi variante a inductiei matematice, prezentam un exercitiu cu
matrice n care mai intai descoperim relatia dorita, apoi o demonstram prin inductie.

110
Problema 6. Fie matriceaA = |0 1 1|. 53 se calculeze A".
0 01

Demonstratie. Avem:

1 21 1 3 3 1 46
A?=A-A=|0 1 2|, A7=A%2A=|01 3|, A7=A°-A=|0 1 4
0 01 0 01 0 01
Observam ca elementele 1, 3, 6 din linia intdi, coloana a treia se pot scrie
1.2 2.3 3.4
1= , 3= , 6= .
2 2 2
Este sugerata urmatoarea ipoteza de lucru
{ (n-1)n
2
Pin):A"=10 1 n
00 1

Demonstram aceasta ipoteza prin inductie. Propozitia P(1) este evident adevarata.

1 % (k-1)k
2
S& presupunem Pk): A =10 1 k adevdrata.
00 1
Avem
k(k+1
1 k+1 g

At =p4Aa=|0 1 k+1 |,
0 0 1

adica Ptk + 1) adevarata si deci Ptk) — Pk + 1).
Deducem ca AP(n) este adevarata v ne N*

2. Inductia matematica: a doua varianta
Varianta 2. Fie P(n) o propozitie matematica, care depinde de un numar natura/n 2 a,
a fiind un numar natural fixat. Daca
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1. P(a) este adevarata
2. oricare ar fik € N, astfel incit a < k < n, implicatia P(k) — P(n + 1) este
adevarata,

atunci, oricare ar fin 2 a, P(n) este adevarata.

In urmatorul exercitiu vom aplica aceasta varianta.

Problema 7. 53 se determine functiile f: N*—N* care indeplinesc conditiile:
a)f(p) = p, dacd p este numar prim;
b) f(n-m) = f(n)-f(m), oricare ar fi n, m € N*.

Demonstratie. Inlocuind in relatia b) pe 7 cu 1 si m cu 1, obtinem 1) = £ ?(1).
Deoarece f(1) # 0, rezultd (1) = 1. Pe de alta parte, din a) deducem
f2) =2 f(3) =3 f(5) = 5etc.
Folosind b) obtinem
f(4) = (2)-12) = 4, {(6) = (2)A(3) = 6.
Ni se sugereaza propozitia A(n): f(n) = n, n = 1. Demonstram prin inductie.
P(1): f(1) = 1 este propozitie adevarata. Sa presupunem ca propozitia P(k).: f(k) = k,
este adevdratd v kastfel incat 7 < k < n.
Daca n + 1 este numar prim, atunci f{n + 1) = n + 1, adica P(n + 1) este adevarata.
Dacd n + 1 nu este numar prim, exista 1 < k; <n + 1si 1 < k> < n + 1, astfel incat
n + 1 = kiko.
Deoarece k; < nsi k2 < n, avem
ftky) = ky, flkz) = k3,
deci
flkikz) = flki)-f(kz).
Rezulta
filn +1) = kiko =n + 1.
Demonstratia arata ca, daca exista o functie - N*-N* care indeplineste conditiile a) si
b) din enuntul problemei, atunci aceasta este functia A7) = n. Cum aceasta functie
verificd conditiile a) si b), rezulta ca singura functie 7= N*->N* care verificd aceste
conditii este functia f{n) = n.

3. Inductia matematica: a treia varianta
Varianta 3. Fie a s/p doua numere naturale fixate si n e N. Dacad

1. propozitiile P(a), P(a +1), ..., P(a + p) sunt adevarate,

2. implicatia P(k) — P(k + p) este adevarata pentru orice k = a,
atunci propozitia P(n) este adevarata pentru oricen 2 a.

Demonstram cateva aplicatii ale acestei variante.

Problema 8. S5 se arate cav n e N, n > 6 ecuatia

1 1 1 1
—2+—2+—2+...+—2:1
Xl X2 X3 Xn

are solutfi in N.
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Demonstratie. Pentru a justifica faptul ca propozitiile A(6), P(7)si P(8) sunt adevarate,
observam egalitatile
1 1 1 1 1 1
P T T O T
1 1 1 1 1 1 1
Pttt etetl
4,11, 1,1, 1.1 1_
22 22 22 3 3¢ 77 14* 21°

=1,

Presupunand A(k) adevarata, vom demonstra P(k) — Pk +3).
Propozitia P(k) afirma ca ecuatia

1 1 1 1 1
—S t S+t +..+ +—==1

2 2 2 2
Xl XZ X3 kal Xk

are solutie in multimea numerelor naturale; fie S = {(x;, Xz X3, ..., X} xie N, i=1,k,
o0 solutie a acestei ecuatii.
Deducem ca ecuatia

1 1 1 1 1 1 1 1
—S +—+—+.+ + + + + =1,

XP X X; Xino (2% (2x) (2x)  (2x.)

are solutia S” = {(xi; x5 X3, ...; Xk-1: 2Xk, 2Xis 22X, 2Xx )}, xi € N pentru / = 1) k. De
aceea, propozitia P(k+3) este adevarata. Deci P(n) este adevdrata Vne N, n> 6.

Problema 9. S5 se demonstreze ca~v n e Z, 3 p € N* s/ 0 alegere a semnelor + sau —
astfel incat
n=+12+22+3%%. +p?

Demonstratie. Este suficienta demonstratia pentru 7 € N, deoarece prin inmultire cu -1
se obtine demonstratia pentru n € Z Verificdm faptul ca propozitia este adevarata
pentru n=0,1, 2 si3.

P0):0=+1°4+22-32+4%2-5%2-62+72

P(1):1 =+ 12

P2):2=-12-22-3%24+4"2

P(3):3=-1>+22
Presupunand A(k) adevarata, vom demonstra ca P(k) — P(k +4).

Pk): k=+1P +2+F+. .+
—k+4=+FP+2+F+.+p +4

S Pk+4:k+4=+FP+2+F+.+p +(p+1F-(p+2F-(p+3F+(p+4F
Deci A(n)adevarata v'n e Z

Problema 10. S5 se demonstreze cd dacaE, = 2" + 1, atunciE, ¢ M7, V n € N.
Demonstratie. Fie P(n): E, ¢ M;.

PO):E)=2°+1=E=2 = 2mod7=2=Eje M
P1):E =2 +1=F =3 = 3mod7=3=FE &M,
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PR).E=2°+1=FE=5 = 5mod/=5=FEg¢M,
P(3):E;=2°+1=>E=9 = 9mod7 =2=Es¢ M,
P(4):Es=2%"+1=>F;=17= 17mod7 =3=E;e M,
P(5):Es=2°4+1=>F;=33= 33mod7 =5=FEs¢ M,
P6):Es=2°+1=>E=65= 65mod7 =2= Ese M
Observam ca situatia se repetd din 3 in 3. De aceea, presupunand P(k) adevarata, vom
demonstra P(k) — Pk +3).
PK): Ec=2%+ 1= Ece My
Eirz—Ec =257 +1-2-1=
Es—Ec=2%2°-1)=>
Erz—Ec=2% 7=
Ek+3 - Ek € M7 =
Eisz = Ex + 7M.
Cum P(k) =Ex ¢ M,, deducem cd Eir3 = 27 + 1 ¢ M.
Deci A(n) adevarata v'ne N.

Problema 11. S& se arate caV n € N, n > 6, un patrat poate fi impartit in n patrate.

Demonstratie.
P6 P7 P8

Presupunand P(k) adevarata, vom demonstra Ptk) — Pk +3).

Alegem un patrat din descompunerea Iui Pfk) si il impartim in patru
patrate, ca in desenul alaturat. Vom obtine astfel & + 3 patrate in
descompunere.

Deci AP(n) este adevarata vV ne N, n> 6.

Inductia incompleta nu conduce mereu la propozitii adevdrate, dar este
folositoare, deoarece permite sa se formuleze o presupunere, care dupa aceea poate fi
confirmatad sau infirmatd. In schimb inductia completd este metoda de rationament in
care concluzia rezulta pe baza cercetarii tuturor cazurilor.
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INEQUALITIES INVOLVING THE ABSOLUTE VALUE

ABSTRACT. The modulus (or the absolute value) of a real number x is defined as the
distance between the point at the origin and the point representing x on the real line.
Using this definition, we can prove identities and inequalities containing absolute
values of different numbers. We present some well-known properties of the absolute
value, and we apply them in various problems for the 8" grade.

In aceasts lucrare, vom utiliza definitia modulului prezents in [1].

Definitie. Modulul (sau valoarea absolutd) a unui numar este distanta de la origine la
punctul ce reprezintd numarul dat pe o axa a numerelor.

Modulul numarului a se noteaza |4 si se citeste modulul lui a sau valoarea absolutd
alui a.
Pentru orice numar @ € R, modulul lui este
a, daca a>0

lal = max (a, —a) =10, dacda a=0
-a, daca a<0

Urmatoarele proprietati ale modulului sunt bine cunoscute:

|a = a, pentru orice a ¢ R;
|a = |4, pentru orice @ € R;
3. |a=>0 pentruoriceae R;
d =0sa=0;

N

4. |la+ b <|a +|b, pentruorice a, be R;

5 la-b =|a -4, pentruorice a, be R;
al |a| .

6. —|=++,pentruoricea be R, b=0;
57" i

7. a)M<aexe (-3 a) pentruoricea >0 a xe R;
b)IM<ae xe [—a, 8], pentruoricea >0, 8, xe R;
OIM>aexe (o —g)u(@ +<)>xe R—[-a,al,pentrua >0 a xe R;
dIM>aexe (-, —aJufa, +<)xe R—(—3,8), pentrua >0 a8 xe R;
8. |ld -8l <|a—-4, pentruorice g, be R.
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In ceea ce urmeaz3, prezentam cateva aplicatii ale acestor proprietati in probleme
ce pot fi propuse pentru clasa a VIII-a.

Problema 1. Demonstrati ca.
a x—-1+x-3|=2;
b) x-1+x-31=2@B-x)(x-1)=0.

Solutie.
a) Cum |x— 3| =|3 — ¥ (proprietatea 2) avem
X=1 +Ix=3|=x=-1+3-X=2|x-1+3-Xx=2
(s-a folosit proprietatea 4).
b) Egalitatea se realizeaza in inegalitatea anterioard dacad si numai daca numerele x — 1
si 3 —xau acelasi semn, ceea ce este echivalentcu (x—1)(3-x)=>0.

Problema 2. [2]
a) Demonstrati ca|x — 3| + X —4| + |x — 5| = 2, oricare ar fix € R.
b) Demonstrati ca nu existd x € R astfel incat|x + 1| + | x + 5| = 3.

Solutie. a)

X=3+x=4=x=3|+FXx—-4)|=2|x-3-(x—4)|= x=-3|+|x—4 =21,

X=3|+|x=5=x=-3|+-(x=5)|>2x-3-(x=5)|=|x=-3|+|x=5 =2,

Xx=4] + |x=5=|x—4 + -(x=5)2Ix—4—-(x-5)=|x—-4 + |x—-5/=>1
(s-au folosit proprietatile 2 si 4).
Adunand membru cu membru inegalitatile anterioare, obtinem

2(x=3|+ | x—4+|x=5)>2>24< |x=-3|+|x—4 +|x—5=>2.
b) |x+ 1+ x+5=-(x+1)|+|x+5=2-Xx-1+x+5 < |x+1+|x+5 >4,
de unde
[x+ 1| + |[x+ 5] # 3 pentru orice x € R.

Problema 3. Aratati cd

X +y? 2w, (V) X, ye R

2
Solutie. Din egalitatea
(x+y)°2+(x-y)°2=2(x"+y?)
obtinem egalitatea
X+Y)°+(x=y)2+ A+ N =P =2X7 +y2) + A+ ) - IX—H
echivalenta cu
(x+ W +Ix=W°Z=2x°+y2) +Ax + Y - |x = ).

Folosind inegalitatea

X+W-X=Psx?+y’ (V)xyeR
deducem

x+ W +Ix=W?2<s4x?+y?)

SIX+FAN+FIX—US2Yx*+)?
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X +y|+x -y

2, ,,2
S Xy 2
2

Problema 4. Aratati ca oricare ar fi X,y € R,
2(1x +yl + Ixyl) < (X1 + IyD) - (IXI + Iyl + 2).

Solutie. Folosind inegalitatile
_ X+ N <X+ N
Si
2- 14 A< (d + 1) %
inegalitatea din enunt devine
20+ A+ DoA) <20 + A + (M + 14)°)
S2x+ U+ ) <(d+ 1) (M +14+2), (V)% ye R

Problema 5. Ardtati ca pentru oricex, y, z € R,
X+ +2)22x+y+27-ly-X+ 2.

Solutie. In inegalitatea a+b >ab, (V)a, be R inlocuim a =|y-x+ 4, b =|x+y+24
si obtinem

(x+y+z)2;(y—x+z)2 2ly-x+24-|x+y+42. (1)
Cum

X+y+2)°+(y-x+2)°=2-[x°+{y+2)7]
inlocuim in relatia (1) si obtinem inegalitatea ceruta.

Problema 6. Pentrux > 0,y > 0 siz > 0 dovediti ca

(xy +yz + xz) - ‘1—L < xy—1 + yz—l + xz—l‘.
Xyz z X y
Solutie. Cum x > 0, y > 0si z > 0, rezultd cad
Xy+yz+xz>0,
de unde
XY + VZ + X2 =|Xy + yZ + X4.
Deci
1 1 1 1 1
Xy +Yz+X2)|1 ———| = |\ Xy+yZ+xX4- 1 ———| = | Xy +yz+x2—-——-——— =
Xxyz Xyz zZ x y

1

< lxy ——=|+ +|xz ——
z

Yy

(-2} (-2} -]

(s-au folosit proprietatile 2, 4 si 5).

1 1‘
yz——
X

Problema 7. Aratali cd oricare arfia,be R— {0}, |a|#|b| s/ ne N,
a"|—|b"
&l - bl

n - min(a" Y, b" ) < < n-max(a"", b" ).
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nl_|pn

Solutie. Avem W=|.a”‘f| +18 4B+ ...+ a1+ 10
Daca |a > |b| rezultd
n <L P e a9,
|| -]
Daca |a < |b| rezulta
n g <21 cplpy,
||~ |b)

Deci

ﬂ n

4l -0

n-minqd A, 167 1) < S < n-maxqa ), 167 1),

(V)a be R-{0}, |a 0.

Problema 8. Aratati cd
1
(lal + Ibl + Icl) (

NG
Solutia 1. 1n inegalitatea
xX+y+z233xyz, (V)x>0y>0z>0

j 9,(v)a, b, ce R-{0}.

se inlocuiesc x =|a|, y =|b|si z =|c| sise obtine

la + |6+ 1d >3 3|a|-|b]|c| . (1)
A . . . . 1 1 1 .
In aceeasi inegalitate se inlocuiesc x = E/ y= |b| Siz= | | si se obtine

1 1 1 1
A >3 3= (2)
EMEMGERRE ERCHE

Tnmultind membru cu membru inegalitatile (1) si (2) obtinem inegalitatea ceruta.

Solutia 2.
1 1 1 a+bp b +c? c +a°
(Ic‘71+|b|+|d)(—+—+—j=3 + >3+2+2+2=9,
jal 18] el a1 el Tl
pentru ca
XV o (wx ye R- 10y,
vl
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UTILIZAREA MATERIALELOR DIDACTICE PENTRU INVATAREA
MATEMATICII IN GIMNAZIU

Elena DAVID
Scoala nr.71 Jovan Ducici, Bucuresti

USING SCHOOL SUPPLIES
IN TEACHING MATHEMATICS IN SECONDARY SCHOOL

ABSTRACT. Teaching aids can help students to have multiple representations of
mathematical concepts. In this paper, I present some school supplies and discuss the
possibility of using them in the teaching practice. The school supplies are
manufactured by ourself. They consist in cubes, made by folding sheets of paper, and
other polyhedrons obtained by glueing several cubes. We indicate some didactical
applications of these school supplies: proving divisibility properties, highlighting
featurers of perfect squares and perfect cubes, proving some algebraic formulae.

1. Introducere

Profesorul de matematica trebuie sa foloseasca la clasa metode active de
invatare deoarece o persoana retine aproximativ 10% din ceea ce citeste, 20% din ceea
ce aude, 30% din ceea ce vede si aude, 80% din ceea ce face si 90% din ceea ce face
si justifica.

Folosirea materialelor didactice ajuta elevii sa-si formeze reprezentari multiple
asupra conceptelor matematice, transformandu-i din simpli spectatori in actori principali,
angrenati activ in propria lor dezvoltare.

Utilizarea materialelor didactice sub forma de joc didactic imprima activitatii
instructiv-educative un caracter viu si atragator, aduce varietate si o stare de buna
dispozitie, ceea ce previne aparitia monotoniei, a plictiselii sau a oboselii. Jocul didactic
pune ?nA valoare cunostintele elevilor si le dezvolta creativitatea.

In acest articol prezentam cateva materiale didactice si modul in care pot fi
acestea folosite pentru invatarea matematicii in gimnaziu.

2. Prezentarea materialelor didactice

Setul de materiale didactice din fig.1
este alcatuit din cuburi sau ansambluri de
cuburi confectionate din carton. Majoritatea

il A L cuburilor au lungimea muchiei de 5 cm. Setul
! contine de asemenea cuburi cu muchia de 1 cm

1 il
1 L . suloom
. = Ly | __?g Aceste materiale pot fi confectionate atat
i ELQ\ \\,\] = de cétre profesor cat si de cdtre elevi.

el Fig.1.
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Este recomandabil ca pentru un colectiv de 20 de elevi sa avem 4-5 astfel de
seturi de materiale.

Aceste materiale didactice pot fi folosite in gimnaziu pentru a introduce concepte
matematice precum: impartirea cu rest a numerelor naturale, divizibilitatea numerelor
naturale, ridicarea la putere a numerelor naturale, fractie ordinara, fractie zecimala sau
raport procentual. Cu ajutorul acestor materiale putem introduce unele formule de calcul
algebric cum ar fi: produsul a doud sume, ridicarea la patrat a unei sume cu doi sau trei
termeni si ridicarea la cub a unei sume cu doi termeni. De asemenea folosirea acestor
materiale didactice constituie un pretext pentru introducerea unor concepte ca:
masurarea volumului unui corp, corpuri echivalente, progresie aritmetica, progresie
geometrica si rationament de tip inductiv.

3. Modalitati de utilizare a materialelor didactice prezentate
¢ Folosind mai multe cuburi identice putem introduce urmatoarele notiuni: numar

par/ numar impar, impartire exactd/ impartire cu rest (nenul), divizor/ multiplu, numar
prim/numar compus.

Exemplul 1.
e 5 E - hA— \K' \'}}\I
f.{/ L\ ¥ ;.;g, ‘TK . J»»s,
Fig.2. Fig.3. Fig.4. Fig.5.

Daca impartim 16 cuburi (fig.2) si apoi 13 cuburi (fig.3) in grupe de cate doud
cuburi obtinem in primul caz 8 grupe, iar in al doilea caz 6 grupe si rest un cub. Putem
scrie: 16=2-8 si 13=2-6+1, 0<1<2. Asadar numarul 16 este de forma 2k, cu k = 8, iar
numarul 13 este de forma 2k+1, cu k = 6.

Numerele de forma 2k, kK € N se numesc numere pare, iar cele de forma Zk+1,
k€ N se numesc numere impare.

Exemplul 2.

Daca impartim 18 cuburi in grupe de cate trei cuburi (fig.4) obtinem 6 grupe
complete. In acest caz spunem ca 18:3 este o impartire exactd si notam 18:3=6.
Deoarece 18=3-6 afirmam ca 3 divide pe 18 si notdm 3/18 , sau ca 18 este divizibil cu 3
si notam 18 : 3. Spunem de asemenea ca 3 este un divizor al lui 18, iar 18 este un
multiplu al lui 3.

Daca impdrtim 18 cuburi in grupe de cate 7 (fig.5) obtinem doud grupe complete
i una incompletd, formata doar din 4 cuburi. In acest caz spunem cd 18:7 este o
impartire cu rest (nenul) si notam 18 : 7 = 2 (rest 4) sau 18 = 7-2+4, 0<4<7. In acest
caz spunem ca 7 nu divide pe 18. De asemenea afirmam ca 7 nu este un divizor al lui
18, iar 18 nu este un multiplu al lui 7.
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Exemplul 3.

Fig.7. Fig.8.

Cu 12 cuburi identice putem construi corpuri cu un singur strat cu linii si coloane
complete, ca in fig.6. Putem scrie 12=1-12=2:6=3-4. Spunem ca 1 si 12 sunt divizorii
improprii ai lui 12, iar 2, 3, 4 si 6 sunt divizorii proprii ai lui 12. Multimea divizorilor
naturali ai lui 12 este finitd si se noteaza cu D;.. Scriem D;,={1, 2, 3, 4, 6, 12}.

Cu 16 cuburi identice putem construi corpuri cu un singur strat cu linii si coloane
complete, ca in fig.7. Putem scrie 16 = 1:16 = 2:8 = 44 si D;s= {1,2,4,8,16}. Cu 7
cuburi identice putem construi un singur corp cu linii si coloane complete (fig.8). Asadar
D,={1, 7}.

Procedand in mod asemanator putem deduce elementele multimilor D;g, Dis, D24,
D2s, D35, Dsg, D2, D5, D17, D23 €tc.

Numerele naturale care au doar doi divizori se numesc numere prime (exemple: 7,
2,5 17, 23).

Numerele naturale nenule care au cel putin trei divizori se numesc numere
compuse (exemple: 12, 10, 18, 24). Numerele naturale 0 si 1 nu sunt nici prime, nici
compuse. Numerele naturale care au un numdr impar de divizori se numesc numere
patrate perfecte (exemple: 16, 25, 36, 64).

Exemplul 4.

Putem numara 125 de cuburi identice din 10 in 10, din 2 in 2, din 5in 5, din 3 in
3,din 91in 9, din 4 in 4 sau din 25 in 25 si putem scrie sirurile de numere obtinute.
Analizand termenii fiecarui sir putem deduce criteriile de divizibilitate cu 10, 2, 5, 3, 9, 4
si 25.

De exemplu, daca numdram 125 de cuburi din 3 in 3 obtinem urmatorul sir de
numere: 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48, 51, 54, 57, 60, 63,
66, 69, 72, 75, 78, 81, 84, 87, 90, 93, 96, 99, 102, 105, 108, 111, 114, 117, 120, 123.
Toate aceste numere sunt primii 42 de multipli naturali ai lui 3. Multimea multiplilor lui 3
este infinitd si se noteazd cu Ms. Scriem: M;={0,3,6,9,12,15,...}.

Orice element al multimii M;este de forma 3k, kK € N. Numerele naturale cel mult
egale cu 125, care lipsesc din sirul anterior, sunt fie de forma 3k+1, kK € N ( fig.9), fie
de forma 3k+2, ke N( fig.10).

= = HVYS

-:-—EE - Fig.9. a Fig.10.

Analizand primii 42 de multiplii naturali ai lui 3 constatam c3, pentru fiecare astfel
de multiplu, suma cifrelor este un numar divizibil cu 3 (de exemplu: 75 € M;, 7+5=12 si
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12 : 3 ). Acum putem enunta criteriul de divizibilitate cu 3 : un numar natural (scris in
baza 10 ) este divizibil cu 3 dacd si numai daca suma cifrelor sale este divizibila cu 3.

Demonstratie. (clasa a VI-a)

Fie abc un numar natural, scris in baza 10.

abc =100a+10b+c=99a+9b+(a+b+c)

Deoarece 3/(99a+9b), deducem ca 3/ abc dacd si numai dacd 3/(a+b+c). Q.e.d.

e Cu ajutorul cuburilor identice putem introduce operatia de ridicare la putere si
notiunile de numar natural patrat perfect sau numar natural cub perfect.

g "‘r\f"\‘\
TH A=

Prin conventie notdm un cub cu 2° si doud cuburi cu 2*. Dubland doud cuburi
obtinem 2:2 cuburi si notdm 2-2=2% Dubland cele 2? cuburi obtinem 2%2 cuburi si
notdm 2%2 = 2.2.2=2° . Dubland cele 2° cuburi obtinem 2°-2 cuburi si notdm
23.2=2.2-2.2=2% Continudnd procedeul obtinem succesiv numerele 2° si 2°. Am
prezentat astfel primele sapte puteri cu exponent natural ale lui 2 (fig.11 si fig.12).

Exem?lul 5.

Fig.11. Fig.12.

Fig.16.

Prin conventie notdm un cub cu 3° si trei cuburi cu 3! Tripland trei cuburi
obtinem 3-3 cuburi si notdm 3-3=3% Tripland cele 3% cuburi obtinem 323 cuburi si
notdm 32-3=3-3-3=3°. Tripland cele 3% cuburi obtinem 3°-3 cuburi si notdm
33.3=3-3-3-3=3" Obtinem astfel primele cinci puteri naturale ale lui 3 (fig.13 si fig.14).

Prin conventie notdm un cub cu 4° si patru cuburi cu 41. MultiplicAnd de patru ori
4 cuburi obtinem 4-4 cuburi si notdm 4-4=4°. Multiplicdnd de 4 ori cele 4° cuburi
obtinem 4%4 cuburi si notdm 4%4 = 4-4-4 = 4°, Obtinem astfel primele patru puteri cu
exponent natural ale lui 4 (fig.15 si fig.16) .

Daca avem la dispozitie 125 de cuburi identice putem pune in evidentd si
urr?étoarele puteri: 5%, 5%, 5%, 5°, 6°, 6!, 6%, 7°, 7%, 7%, 8°, 8!, 82, 9°, 9!, 92 10°, 10'si
107

i E -

Fig.17. Fig.18.

Fig.20.
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Putem observa ca 16 cuburi pot fi asezate astfel incat sa formeze un corp cu
un singur strat de cuburi, In care numarul liniilor este egal cu numarul coloanelor
(fig.17). Acelasi lucru il putem constata la 64 de cuburi (fig.18). Spunem ca 16 si 64
sunt numere naturale p&trate perfecte (16=42, 64=8).

Putem observa de asemenea ca 27 de cuburi pot fi asezate astfel incat sa
formeze un cub mai mare (fig.19). Acelasi lucru il putem constata la 64 de cuburi
(fig.20). Spunem c8 27 si 64 sunt numere naturale cuburi perfecte (27=33, 64=43).

e Putem introduce unele formule de calcul algebric cu ajutorul unor corpuri
formate din cuburi, cu unul sau mai multe straturi.

Exemplul 6.
\ | T f\-m \r\
Fig.21. Fig.22. Fig.23.

Observatia 1. Pentru a numara rapid cate cuburi sunt intr-un corp format dintr-un
singur strat cu linii si coloane complete, facem produsul dintre numarul liniilor si
numarul coloanelor. De exemplu, pentru a numdra cuburile din fig.21 descompunem
ansamblul in trei corpuri cu linii si coloane complete apoi insumam numdrul cuburilor
celor trei componente. Obtinem: 4-2+3-3+2-:1=19 cubuiri.

Folosind astfel de corpuri putem pune in evidenta distributivitatea inmultirii fata
de adunare/ scoaterea factorului comun si regula de efectuare a produsului a doua
sume.

In fig.22 sunt 3-(4+2) = 3-4+3-2 = 18 cuburi, iar in fig.23 sunt (4+2)-(3+1) =
4:3+4-1+2:3+2-1=24 cuburi. Putem generaliza aceste rezultate cu ajutorul formulelor:
a(b+c) = ab+ac si (a+b)(c+d) = ac+ad+bc+bd.

Observatia 2. Pentru a numara rapid cate cuburi sunt intr-un corp format din straturi
identice, fiecare strat avand linii si coloane complete, facem produsul dintre numarul
liniilor (de pe un strat), numarul coloanelor ( de pe un strat) si numarul straturilor. De
exemplu, corpul din fig. 24 are 3 linii si 4 coloane, pe doua straturi, deci contine 3-4:2 =
24 cuburi.

Fig.24. Fig.25. Fig.26.

Exemplul 7. Numarul cuburilor din fig.25 poate fi exprimat prin:
(4+3)2=4%+2:(4-3)+3% Egalitatea anterioar§ este un caz particular al formulei
(a+bf =& +2ab+17.

Numdrul cuburilor din fig. 26 poate fi exprimat prin: (4+3+1)°=8% sau
(4+3+1)2=4%+3°+12+2:(4-3)+2+(4-1)+2:(3-1). Egalitatea anterioard este un caz
particular al formulei (@+b+c)°=a?+b ?+c?+2ab+2ac+2bc.
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Exemplul 8.

Fig.27. Fig.28.

Num&rul cuburilor din fig.27 si fig.28 poate fi exprimat prin (4+1)*=5° sau
(4+1)°=4*+3-(4*1)+3:(4-1)+1°. (1)
Egalitatea (1) este un caz particular al formulei (@+b)°>=a’+3 &@b+3 at’+b°.

e Cu ajutorul cuburilor identice putem introduce conceptul de masurare a
volumului unui corp.

Exemplul 9.
'\‘f\ h k . E | \ &
v = L 2
Fig.29. Fig.30. Fig.31.

Alegem ca unitate de masura pentru volumul unui corp volumul unui cub din set
(cu muchia de 5 cm) . Daca notam cu 1u lungimea muchiei acestuia atunci vom nota
volumul s8u cu 1u 3. Pentru a afla volumul unei cutii numardm cate cuburi cu volumul
1u® Tncap in cutie. De exemplu, deoarece in cutia din fig.29 incap 7-4-3=84 cuburi,
spunem c& volumul cutiei, mésurat cu unitatea de masurd aleasd, este 84u°. Deoarece
84u*=7u-4u-3u deducem cd volumul unui paralelipiped dreptunghic este egal cu
produsul masurilor celor trei dimensiuni: lungime, latime si inaltime. Deoarece cubul
este un paralelipiped dreptunghic care are cele trei dimensiuni egale deducem ca
volumul unui cub este egal cu lungimea muchiei ridicata la puterea a treia.

Rz

> L

Fig.33.

Pentru a exprima volumul corpului din fig.32 il descompunem in trei corpuri cu
straturi identice si Tnsum&m numd&rul cuburilor de volum 1u’® ce alctuiesc cele trei
componente. Obtinem volumul total:

3u-4u-2u+2u-3u-3u+(2u)’=24 u3+18 u*+8 u=50 u.

Daca alegem ca unitate de masurd pentru volum un cub cu muchia de lungime

1dm, atunci volumul acestuia este (1dm)*=1dm?.

Volumul cutiei din fig.29 exprimat in dm? este de 10%dm3=10,5 dm?, deoarece in

cutie fncap 10 cuburi cu volumul 1 dm? si jumatate dintr-un astfel de cub.
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Daca alegem ca unitate de masura pentru volumul unui corp un cub cu muchia
de lungime 1cm, atunci volumul acestuia este (1cm)*=1cm?®. Deoarece intr-un cub cu
muchia de 10 cm incap 10 straturi de cate 100 de cuburi cu volumul 1cm?, putem scrie
1dm>=(10cm)*=1000 cm? (fig.33). Atunci volumul cutiei din fig.29 poate fi exprimat si
prin (10,5-1000) cm® =10500 cm?.

Cu ajutorul corpurilor din fig.33 pot fi puse in evidentd primele patru puteri cu
exponent natural ale lui 10. De asemenea putem ilustra fractii ordinare, fractii zecimale
finite si procente.

e Putem folosi cuburile si pentru a prezenta cazuri particulare ale unor sume
remarcabile.

Exemplul 10.

<

= \é
| | w !
e Fig. 34. , Fig. 35.

Aranjarea cuburilor ca in fig.34 sugereaza relatia:

3-(3+1
1+2+3 = 3:(3+1) 2+ ) , (2)
iar cea din fig.35 ne conduce la egalitatea:
4.(4+1)
1+2+3+4 = —5 3)
Relatiile (3) si (4) sunt cazuri particulare ale egalitatii:
: 1
1+2+...4+n = w, oricare ar fi 7 numar natural nenul. 4)

Demonstratia egalitatii (4). (clasa a V-a)

Fie 7 numar natural nenul.

S=1+ 2 +.+(Mn1)+n

S=n +Mn1)+.+ 2 +1

25=(mM+1 )+ (M1 )+............... +(n+1), n paranteze.
(n+1)

Din 2S=n(n +1) obtinem 5=n . Q.e.d.
Exemplul 11. ) ,
. 'f: B e\ %{3‘
Lo X BT
(A2 2o ==
Fig.36. Fig.37. Fig.38.

Daca asamblam cele 6 corpuri din fig.36 obtinem corpul din fig.37. Deci putem scrie
egalitdtile
3.4.7 3-(3+1)-(2-3+1
B3 -
De asemenea, daca asamblam cele 6 corpuri din fig.38 obtinem corpul din fig.39
si putem scrie egalitatatile

1°+2°+3% =
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4.5.9=4-(4+1)-(2-4+1).

12422 +3%+4% = g (6)
Relatiile (5) si (6) sunt cazuri particulare ale egalitatii
n-(n+1)-(2-n+1

P T SN Gt L CRU L) Sy )

6

Demonstratia egalitatii (7) (clasa a IX-a)
Folosim metoda inductiei matematice.

P(n): 12+22+--.+n2=n'(n+1)‘(2‘f7+1)

6
1-(1+1)-(2-1+1)
6
Presupunem ca P(k) este adevarata (K numar natural nenul) si demonstram ca
P (k)= P(k +1), oricare ar fi K numar natural nenul.

, oricare ar fi n numar natural nenul.

P(1): 1% = , propozitie adevarata.

2t Kt (k1) = k(k+1)(2k+1)+(k+1)2 _k(k+1)(2k +1)+6(k +1)
6 6
_(k+1)(2k* 47k +6) _ (k+1)(k+2)(2k +3)
6 6 '

Exemplul 12.

Fig.40.

Cuburile din fig.40 pot fi asezate intr-un singur strat ca in fig.41. Acest
aranjament ne sugereaza relatia
13+23+33=(142+3)°

13423433= [@} . (8)

In mod asemén&tor putem aseza cuburile din fig.42 obtinand stratul din fig.43 si
egalitatea:

Din aceasta deducem ca

13+ 23+ 33+ 43=(14+243+4) %
Din aceasta deducem ca
2
13+23+33+43={—4'(1+1)}. 9)
Relatiile (8) si (9) sunt cazuri particulare ale egalitatii

2
(n+1
1342 3+...+n3=[w} _ nen. (10)
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Exemplul 13.

H;_hL '

Daca punem laolalta cuburile ce ilustreza primele sase puteri cu exponent natural
ale lui 2 (fig.44) obtinem 2°-1 cuburi (fig.45). Asadar avem egalitatea:

Fig. 44. Fig.45.

0 2,93, 94, 95_ 26 —1
204214224234 2%42°= (11)
; eSS
Fig.46. Fig.47. Fig.48. Fig 49

Dacd multiplicdm de dous ori toate corpurile ce ilustreazd puterile 3°,3!,3% si 3°
(fig. 46) si le punem laolalts, obtinem 3*-1 cuburi (fig.47).
Asadar, avem urmatoarea egalitate :
2-3°4+2.3'+2-3%+2-3 =3 -1
Impartind ambii membri ai egalitétii la 2 obtinem:
4
P43 4P+ =2
3-1
Dacd multiplicdm de trei ori toate corpurile ce ilustreazd puterile 4°, 4!, 4% si 4°
(fig. 48) si le punem laolaltd obtinem 4* —1 cuburi (fig. 49). Asadar, avem:
3-4°+3.4'+3.4°+3.4° =4 -1
1
4°+41+42+43=%. (13)
Egalitatile (11), (12) si (13) sunt cazuri particulare ale relatiei care exprima suma
primelor 1 puteri cu exponent natural ale numarului natural g, si anume :
4 _a -1
a-1'
oricare ar fi a numar natural, @ > 2si oricare ar fi 7 numar natural nenul.

(12)

1+a+a* +...+a"

(14)

Demonstratia relatie/ (14). (clasa a V-a)
Fie @ un numar natural, a > 2si fie 7un numar natural nenul.

S=1+a+a +...+a"*. Inmultind ambii membri ai acestei egalit4ti cu a obtinem:
asS=(a+a’+...+a"*)+a". Deci aS=a" +5-1. Scazand S din ambii membrii ai ultimei

egalitdti obtinem S(a-1)= a" -1. Deci S = ‘1 _11 . Q.e.d.

Exemplul 14.

Fig.50. ;—-I Fig.51.
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Asezarea cuburilor din fig.50 sugereazd relatia 1+3+5=3% (15), iar cea din fig.51
conduce la egalitatea: 1+3+5+7=4> (16).
Relatiile (15) si (16) sunt cazuri particulare ale egalitatii

1+3+..+(2n-1)=r7, neM. (17)

Demonstratia egalitatii (20). (clasa a V-a)

Fie 7 numar natural nenul.

S= 1+ 3 +.+02n3)+(2n-1)

S =H2n-1)+2n-3)+.+ 3 + 1

25= 2n + 2n +..+ 2n +2n, (ntermeni egali cu 2n).
Din 25=2n-n obtinem S=r7. Q.e.d.

Exemplul 15.

- Y

Fig.52. Fig.53. Fig.54. Fig.55.
Daca asamblam corpurile din fig.52 obtinem cubul din fig.53 . Deci putem scrie
egalitatea

1+7+19=33. (18)
Din fig.54 si fig.55 deducem egalitatea
1+7+19+37=4°. (19)
Relatiile (18) si (19) sunt cazuri particulare ale egalitatii
1+7+..+(3n?-3n+ 1)=r7, neN. (20)

4. Concluzii

Materialele didactice prezentate in acest articol pot fi folosite in multe lectii de
matematicd, la clasele V-IX, atat pentru introducerea unor concepte matematice noi cat
si pentru consolidarea si verificarea acestora.

Cu un singur set de astfel de materiale didactice se pot face demonstratii in fata
clasei sau lucra in grup, prin rotatie. Ideal ar fi ca un profesor de matematica sa aiba cel
putin patru astfel de seturi de materiale didactice (cel putin 400 de cuburi din carton, cu
muchia de 5 cm, necesare pentru patru grupe a cate patru-cinci elevi).

Majoritatea elevilor mei lucreaza cu placere cu aceste materiale didactice. Multi
dintre ei compun probleme noi si generalizeaza rezultatele obtinute cu destul de mare
usurinta. Folosirea materialelor didactice face matematica mai accesibila si mai atractiva.

Multumesc domnului lector dr. Cristian Voica pentru pentru discutii pertinente in
subiectul lucrarii.
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STRATEGII ALE JOCURILOR LOGICE

Neculae DINUTA
Universitatea din Pitesti

STRATEGIES IN LOGIC GAMES

ABSTRACT. A logic game assumes at least two partners; the main objective of a logic
game is to win. In this line of thoughts, we present some wining strategies for the ten
numbers game and for some magical squares of order three and four.

1. Introducere

Noile cerinte ale invatdmantului preuniversitar impun accentuarea caracterului
formativ al procesului instructiv educativ. Astfel, pe langa stapanirea conceptelor de
baza, important este ca elevii sd dovedeasca in ce masura stapanesc instrumentele de
munca intelectuald. De aceea este utila folosirea tuturor metodelor si formelor specifice
matematicii pentru exersarea gandirii creatoare, pentru realizarea transferului de
cunostinte, pentru dezvoltarea gandirii logice si a capacitdtilor de analiza si sinteza.
Problemele logico-matematice se refera la situatii din viata sociald, iar rezolvarea lor se
face prin aplicarea rationamentului logico-deductiv si a unor rationamente matematice
subtile. In aceasta categorie se inscriu si jocurile logice care sunt folosite destul de rar
chiar daca valentele formative sunt foarte importante.

Jocurile logice, prin continutul lor, presupun existenta a cel putin doi parteneri iar
ca obiectiv fundamental, castigarea acestuia. In foarte multe cazuri insd nu sunt
parteneri umani iar situatiile conflictuale se regdsesc in continutul propriu-zis, motiv
pentru care sunt numite jocuri impotriva naturii.

Intr-un astfel de joc drumul parcurs de fiecare jucator pentru realizarea obiectivului
propus se numeste strategic. Indiferent de tipul jocului logic si de complexitatea sa este
foarte importanta alegerea variantei de urmat deoarece este posibila depistarea unor
obstacole si mai ales diminuarea lor.

Multe din jocurile logice au la baza folosirea mai multor strategii si de aceea
putem considera mai multi parteneri umani. Un astfel de joc poate fi folosit cu eficienta
atat la clasele primare cat si in ciclul gimnazial si este asemanator jocului remmy
matematic in care oricine poate fi castigator, sansa depinzand de inamplare si de
strategia urmata. In cele ce urmeaza vom prezenta doua jocuri care se pot folosi atat in
invatamantul primar cat si in cel gimnazial.
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2. Jocul celor 10 numere

Se considera 40 de cartonase de dimensiuni mai mici pe care se inscriu numerele
de la 1 la 10 de patru ori si pe o foaie de hartie se deseneaza un patrat format din
4x4=16 patratele care sa poatd incadra fiecare cartonas.

Acest joc poate fi jucat in acelasi timp de mai multi parteneri care si-au
confectionat fiecare cele 40 cartonase si patratul respectiv. Se amesteca bine cele 40
cartonase dupa care se ia la rand cate unul dintre ele si se fixeaza intr-un patratel mic,
nemaiputand fi miscat, si asa mai departe pana sunt completate cele 16 patratele.
Pentru acumularea unui punctaj maxim fiecare jucator incearca sa obtind cat mai multe
numere de acelasi fel pe liniile orizontale si verticale care vor multiplica de 2 ori, de 3 ori
sau 4 ori valoarea numarului respectiv. De asemenea, atat pe liniile orizontale cat si pe
cele verticale nu se vor insuma decat numerele asezate in ordine crescatoare sau
descrescatoare.

Privitor la strategia de urmat, in acest joc putem evidentia cad fiecare jucator
incearca sa completeze mai intadi patratele centrale dupa care fiecare cartonas extras le
da posibilitatea sa aleaga linia orizontala sau cea verticala care-i avantajeaza. Sunt
jucatori care completeaza diagonala principalda dupa care pastreaza dezvoltari pe liniile
orizontale si verticale. Pentru corectitudine este bine sa existe un observator care sa
vegheze la agezarea cartonaselor si, mai ales, la a nu fi modificate pozitiile initiale. Chiar
dacd sansa este foarte imporatntd in obtinerea unor dezvoltari optime, sunt multe
strategii care pun jucdtorul in situatii avantajoase.

Acest joc poate fi modificat, in functie de esantionul de elevi la care ne adresam
si in functie de varsta pe care o au. Astfel folosit la clasele I-II se vor lua numai 5 sau 6
cifre care vor fi asezate pe un patrat format din 3x3=9 patratele, regulile jocului putand
fi modificate in functie de obiectivele urmarite.

3. Patratele magice

Acest joc contribuie la dezvoltarea gandirii logice, la stimularea creativitatii si
dezvoltarea proceselor intelectuale.

Prin p&trat magic de ordinul 7 intelegem un p&trat format din nxn=r7 pétritele
care vor fi completate cu numerele naturale de la 1 la /7 astfel incat suma numerelor de
pe liniile orizontale, liniile verticale si de pe diagonale sa fie aceeasi. Pentru inceput se
va pleca de la patratele magice de ordinul 3. Astfel daca luam patratul magic:

2 7
9 5 1
4 3 8

se va observa cd sumele pe liniile orizontale, pe cele verticale si pe diagonale sunt
aceleasi, si anume 15.

Numerele pare 2, 4, 6, 8 sunt plasate in colturile patratului, cele impare 1, 3, 7, 9
la mijlocul fiecarei linii si coloane si numarul 5 este plasat in centrul patratului
participand la patru sume. Atunci cand vrem sa obtinem si alte patrate magice de
ordinul 3 se pun urmatoarele intrebari:

- sumele pe liniile verticale, orizontale si diagonale sunt si altele diferite de 15 ?

- putem plasa si numerele impare in colturile patratului ?
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Pentru obtinerea raspunsurilor corespunzatoare este bine sa ne construim un
patrat format din 3x3=9 patratele si sa confectionam 9 cartonase mai mici pe care sa
inscriem numerele de la 1 la 9. Prin aceastda metoda putem obtinem toate configuratiile
care ni se par optime iar modificarile se pot face imediat. Totdeauna incercarile pe cont
propriu motiveaza pe jucdtor si ii dau posibilitatea exersarii prin propria imaginatie a
cailor considerate bune. Strategia urmata de fiecare jucdtor il face ca dupa o serie de
incercari sa elimine variantele care blocheaza obtinerea sumelor corecte si chiar sa
ajunga sa arate ca patratele magice de ordinul 3 nu pot avea sumele pe liniile
orizontale, verticale si diagonale decét 15. Prin plasarea numerelor 2, 4, 6, 8 numai in 8
moduri se poate spune ca existda opt patrate magice de ordinul trei. De asemenea
sumele pe liniile orizontale, verticale si diagonale respecta formula: S=/n(nxn+1)]:2
care va fi data atunci cand exista aceasta posibilitate.

Dupa studierea acestor pdtrate magice de ordinul 3 vom extinde studiul
patratelor magice de ordinul patru. Vom pleca de la un exemplu in acest sens si anume
putem prezenta patratul magic al lui Diirer.

16 3 2 13

5 10 11 8

9 6 7 12
15 14 1

Prin studierea acestui patrat magic se observa ca numerele pare si impare nu mai
respecta conditiile patratului magic de ordinul trei, iar suma elementelor in acest caz
este 34 si respectd formula datd. Cu cat creste numarul patratelelor de la 9 la 16 si
posibilitdtile de obtinere a patratelor magice este mai mare. Nu ne putem pune
problema gasirii numarului de patrate magice care se pot obtine deoarece este destul de
greu de gasit aceasta relatie la nivelul invdtamantului primar si gimnazial.

Astfel putem cere elevilor sa vind cu alte patrate magice de ordinul patru si sa
prezinte o serie de strategii pe care le-au folosit pentru obtinerea lor.

Prin jocurile logice prezentate vrem sa dam o noud posibilitate de exersare a
configuratiilor numerice care pot consolida o serie de concepte matematice, pot stimula
functiile proceselor intelectuale si pot dezvolta cele doud operatii ale gandirii: analiza si
sinteza.
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CUM A FOST CONTESTATA
PROPAGAREA RECTILINIE A LUMINII
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HOW THE RECTILINEAR PROPAGATION OF LIGHT WAS CONTESTED

ABSTRACT. The main arguments that conducted to the contestation of the idea on
the rectilinear propagation of light by the relativity theory is synthetically presented.
From the mathematical point of view, the proof consists in applying some properties of
squared functions and trigonometric formulas and approximations. The story can be a
challenge for students interested in applied mathematics.

Se stie ca lumea in care traim este materiald. Aceasta inseamna ca in universul
infinit nu exista loc care sa nu fie umplut cu materie. Materia se prezinta sub doua
aspecte: substanta si campul. Acolo unde nu intrezarim corpuri materiale, nu inseamna
ca locul este ocupat de vid. Dimpotriva, si aici exista materie, dar sub forma de cdmpuri
(cdmpuri gravitationale, electromagnetice etc.). Prezenta materiei implica existenta
spatiului si timpului ca niste insusiri ale sale.

Teoria modernd, care priveste spatiul, timpul si materia ca formand o unitate,
este cunoscuta sub numele de Teoria relativitatii generalizate si a fost elaborata de
savantul Albert Einstein in anul 1916. Una dintre concluziile calitative ale acestei teorii
este: masa schimba structura spatiului si timpului prin insasi prezenta sa.

Sa presupunem ca ar exista un spatiu complet lipsit de materie, deci un spatiu
vid; in acest spatiu drumul cel mai scurt intre doua puncte este o linie dreaptd. In
conseciAnt;é, orice corp care ar intra in acest spatiu s-ar misca rectiliniu.

In continuare sa consideram ca in aceastd regiune ar exista un singur corp cu o
masa considerabild. Simpla prezenta a unui asemenea corp poate modifica geometria
spatiului, curbandu-I. Acum linia cea mai scurt posibila intre doua puncte este o curba;
un alt corp introdus in acest spatiu, cu o viteza initiala, se va misca dupa o curba. Deci
spatiul se comporta de parca ar fi /incovoiat in jurul primei mase. Este ca si cum ne-am
deplasa pe o sfera si drumul cel mai scurt dintre doua puncte ar fi desigur o curba.

Pentru a lamuri mai bine afirmatiile de mai sus vom da un exemplu referitor la o
experienta care a confirmat strdlucit veridicitatea teoriei relativitatii generalizate,
indicand, in acelasi timp, ca teoria lui Newton despre gravitatie rezumata in formula
F=Km;m/r“ constituie un caz particular al acestei teorii.

Exemplul se refera la o razd de lumina care vine de la o stea. Noi spunem, in
mod obisnuit, ca aceasta raza este o linie dreapta. Einstein a aratat, insa, ca aceasta
raza se curbeaza cand trece pe langa o masa mare, cum ar fi, de exemplu Soarele.

Explicatia fenomenului rezida in faptul ca lumina este constituitéd din particule,
numite fotoni, care au masa de miscare, deplasandu-se cu o viteza de 300 000 km/s.
Acestea intra in interactiune cu campul gravitational al Soarelui si, astfel, sunt
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influentate in traiectoria lor. Cu alte cuvinte, in jurul

maselor mari (Soarele) razele de lumind nu mai trec f‘:l |:5|
in linie dreapta, ci se curbeaza usor. ;'
Intr-o scrisoare adresata de un grup de /
fizicieni din Zlrich Ilui Einstein se afld celebrele SOARE :
versuri: £ curbd raza stelei ce vine de departe/ De @ |
slavd Albert Einstein in veci avea-va parte. .
S& punem acum fin evidentd si printr-o I B

demonstratie, destul de aproximativd, aceasta forta
de interactiune dintre lumind si campul gravitational.
Ne propunem sa calculam deviatia razei de lumina
in vecindtatea Soarelui, deoarece campul sdu
gravitational este mult mai mare decat al Fig. 1.
Pamantului si anume de ~28 ori.

PN T

Raza de lumind, constituita din fotoni, ajunsa in vecindtatea Soarelui, se
comporta ca un corp care, avand o viteza initiald, va caddea spre acesta intr-o miscare
uniform accelerata( vezi figura).

Notdnd distanta AB = 2R, ( Ry=7-10° m) in care 2R, reprezintd diametrul
Soarelui, constatdm ca lumina poate sa strabata rectiliniu acest drum in timpul

8
_AB_14-10m o 1)
c 3-10°m A
(¢ — viteza luminii), aflandu-se in tot acest timp in campul gravitational al Soarelui. In
acest timp fotonii care compun raza de lumina vor cadea liber pe distanta BC, conform
formulei

2
BC =%, )

in care g; reprezinta acceleratia caderii libere spre Soare.
Aceasta poate fi determinatd egaland forta de atractie dintre masa Ma Soarelui si
masa /m a unui corp aflat in vecinitatea sa (M = 2:10°%kg), adic&

M-m
F=k- : 3
R (3)
Dar
G=F=mg="1"T ¢ )
RO

Din relatia (4) gasim

gi= k' M/ R, (5)

in care k= 6,67 10'N'm?/ kg? , reprezentand constanta atractiei universale. Inlocuind
in relatia (5) , vom obtine g;= 272m/s’.
Revenind la formula (2) si inlocuind, obtinem

102 /M . 2
9t o 2,72-10 /g , - (55)
2 2

~3-10°m.
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Unghiul de deviatie al razei de lumind cauzat de campul gravitational al Soarelui
poate fi determinat din triunghiul dreptunghic ABCsi anume (in fig. 1)

BC=ABtga,
dar ¢ fiind foarte mic se considera tga =~ a, si vom avea

6C _
AB

_3:.10°m

= m = 43 . 1077/‘80' = 0,9II .

a

Valoarea lui @ calculatd de Einstein pe baza principiului relativitatii generalizate
este de aproape doua ori mai mare, si anume g = 1,75".

Sa vedem daca previziunile teoretice au putut sa fie verificate experimental.

Lucrul acesta s-a intdmplat in anul 1919, cu ocazia unei eclipse de Soare, care a
avut loc pe coastele Oceanului Atlantic (intre Brazilia si Africa de Vest).

Inca din 1917, Societatea Regala de Stiinte din Londra pusese la cale aceastd
verificare. In acei ani, Anglia si Germania erau in razboi si ambitiile se rasfrangeau si pe
plan stiintific: erau puse in competitie justetea teoriei englezului Newton sau a
germanului Einstein (care era pe atunci profesor la Berlin ).

Astronomii de la Oxford s-au instalat la Sobral, in nordul Braziliei, iar cei de la
Greenwich — in insulele Principe. S-au luat o serie de fotografii in timpul celor cinci
minute cat a durat faza totala a eclipsei, fixandu-se pozitia unor stele din vecinatatea
Soarelui. Dupa doua luni, stelele au fost fotografiate din nou noaptea, cu aceleasi
aparate pentru a prinde pe placa fotografica pozitia stelelor in absenta Soarelui.
Consecinta: efectul prezis de Einstein a fost confirmat in mod stralucit.

In sedinta care a urmat dupa epocalul eveniment, la care prezida Sir J.J.
Thomson, unul din cei mai mari fizicieni ai timpului, s-au citit rezultatele obtinute de
ambele expeditii:

- in Golful Sobral: a; = 1" 98

- in Insula Principe : @, = 1'61

- valoarea medie: @, =1"79

- valoarea prezisé de Einstein: g = 1" 75.

Se spune ca Einstein, cand a aflat acest lucru din partea unei persoane strdine,
care |-a vizitat in acea perioada la Berlin, i-a raspuns surazand: nu m-am asteptat la
altceva.

Cateva decenii mai térziu, in anul 1962, deviatia fotonilor in campuri
gravitationale intense a putut fi masurata si in conditii terestre in laboratorul Cavendich,
datorita fenomenului numit efect Méssbauer, descoperit in anul 1952.
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ABSTRACT. We review some specialized programs that can be used to solve
scientific problems. These programs are helpful in the teaching process, allowing to
rapidly solve a variety of problems, as linear and diferential equations, functions
representations, geometry visualizations.

The computer, an invention of the last century, changed many fields of activity,
including the way of living of many people. If it wasn't for this /ntelligent invention, the
solving of the most difficult problems wouldn’t be possible: problems that influenced the
economic development, contributing in this way to the saving of not only financial
resources but of time too. The last in this list is extremely important to people interested
in scientific research, teachers and mostly pupils and students.

In our countries artificial intelligence in education is not very much developed.
This can be justified by diverse objective reasons: high costs of hardware and software.
But very often one can feel the influence of subjective factors, that don't permit to
undertake anything particular; as it were for the Romanian education being already
advanced (pupils and students get high results at different international contests).

Regretfully it comes out that a large part of the teaching and leading staff, who
have the obligation to take decisions, still have to be convinced of the role of modern
systems of mathematics without giving up to the fundamental principles of classical
education; that this means are able to change in a qualitative way the understanding,
approach and teaching methods of the subjects in the curriculum; that they are capable
of making the teaching process more attractive and accessible and finally much more
interesting and efficient for those whom we have the duty to teach.

It is known that the appearance of computers was possible due to the need of
performing large calculations; afterwards the computer was used for solving problems
from different fields of economy, of the most industrially developed countries.

Scientific calculations are still dependent on computers’ appearance. There were
founded libraries of calculation programs, especially written in FORTRAN. These
programs could allow the rapid solving of different typical problems (problems in linear
algebra, solving of differential equations, functions’ interpreting etc.) In the last 20-25
years there appeared good systems (application programs) such as Maple, Mathematica,
Mathcad, Mathlab etc. These systems of mathematic calculations (both numerical and
symbolical) are much friend/y with the users. Although their syntax differs, the function
libraries in these systems are almost similar (including hundreds and even thousands of
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functions), while the intern structure and especially the algorithms, that are at the basis
of these functions, don't differ, however they have some particularities. There are more
similarities than differences and in this way it is easier to change to a more advanced
system after getting to know the other one.

Nowadays the system Mathematica seems to be the most popular in the scientific
sphere, especially among people interested in theory. This software has great
possibilities, concerning the symbolical (analytical) transforming, but in comparison to
other systems of this kind, it needs more sophisticated resources for the computer, the
fact which not all the users can afford, especially those from our country.

At its turn, the system Maple, is a very attractive environment for making
different calculations and analytical transforming, nowadays being considered the most
stable from the entire list of such software. It can be used easily in such domains as:
mathematics, physics, chemistry, biology, geography etc. In comparison to highly
developed programming languages as FORTRAN, Basic, C and Pascal, Map/e is capable
of solving a great nhumber of mathematical problems just introducing some commands,
without writing the program for the algorithm of the solving problem. In addition, Maple
deals in the same way with both approximate and rational numbers, the fact that leads
to ideal results. The symbolic nucleus of this system is implemented to Mathematica,
Matlab, Mathcad systems too. Maple just like Mathematica transforms the most different
mathematical expressions, draws graphs, solves equations and systems of equation
(linear and non linear), differential equations etc.

Similar to the application program Mathematica and Mathcad, Matlab also shows
a high level programming language, oriented to solving mostly scientific problems. A
particularity of this software is that it stores all documents in C language format.

Mathcad system is mostly used in the field of engineering. What is characteristic
to this system is the way it uses the usual mathematic notes: the document on the
screen looks similar to the simple mathematic calculations made by a pupil or student.
For using the system there is no need to know and learn specific commands as it is with
Mathematica system and others. The system is firstly oriented to numeric calculations,
but as it was mentioned the symbolic processor of Maple system was implemented to
this system too.

Lately, all the important manufacturers of electronic systems of mathematic
calculations do much effort to integrate these systems. So, the last versions of
Mathematica and Maple systems provide the possibility to visualize the programming,
while in Matiab the library of analytical transforming taken from Mapl/e is included, and
Mathcad can work in common with Maple.

The solving of problems with the help of systems of computerized mathematics
(SCM) is followed by very attractive and easy to use graphical pictures. Viewing the
procedure of solving the problems is an advantage of SCM. That is why pupils and
students using SCM can make their own model that helps deeply to understand the
notions of a subject due to animation.
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CONNECTING GEOMETRY TO PRACTICE

Abstract. The basic ideas of the paper are related to various techniques of teaching
geometry and to the connection between geometric notions and practical activities.
Some applications of geometry are presented and two examples are given.

Primele notiuni de geometrie prezinta unele greutati din punct de vedere
metodic, atat in ceea ce priveste structura si organizarea lor, cat si metodica predarii.
Copiii, ca si oamenii, la Tnceputul procesului de cunoastere a geometriei sunt atragi i
interesati de probleme practice concrete. Invatatorul si profesorul introduc primele
notiuni de geometrie observand formele intalnite in activitatea de zi cu zi. Aplicatiile
practice ale cunoasterii incep cu primele notiuni de aritmeticd unde exemplificarea
aplicatiilor practice este directa si relativ usoara pentru elevi. Sunt numeroase temele de
geometrie care nu au aplicatii practice directe, ci care servesc numai pentru deducerea
altora sau pentru realizarea unui mod util de gandire. Astfel, la proprietatile
patrulaterului inscriptibil intdlnim putine aplicatii practice directe, dar ele sunt un
procedeu deosebit de valoros pentru a demonstra alte proprietdti geometrice.

Problemele de constructie din geometrie nu se intalnesc in marea lor majoritate,
in practicd, dar constituie un important mijloc de dezvoltare a gandirii, a capacitatii de
rezolvare a problemelor. Aceste cunostinte au un rol indirect in pregdtirea elevilor
pentru activitatea practica, ele dezvoltd gandirea stiintifica si priceperea de a rezolva
probleme, iar pe de altd parte, ele ofera posibilitatea de a dobandi constient alte
cunostinte care au aplicatii practice directe. O alta categorie de probleme sunt acelea
care folosesc termeni luati din practica sau daca figurile pot fi constituite pe teren.
Acestea sunt probleme cu continut practic sau probleme enuntate folosind termeni
practici. Ele au un rol important pentru rezolvarea problemelor practice propriu-zise.
Putem da ca exemple de probleme practice:

> aflarea unghiului a doua directii prin vizare;

» trasarea unei linii drepte pe teren;

> aflarea unor distante.

Aplicatiile practice trebuie sa aiba un parcurs ascendent, ajungandu-se la
probleme complexe. In ciclul gimnazial, cele mai multe aplicatii practice se folosesc de :

» capitolul geometrie;

> relatii matematice;

> geometrie in spatiu.

Pentru elevi, cele mai accesibile probleme sunt cele de calcul:

> aflarea unei lungimi;

> aflarea ariilor;

> aflarea laturii unui triunghi dreptunghic;

> calculul unor suprafete;
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> calculul unui volum.

In rezolvarea problemelor de geometrie, profesorul trebuie sa prezinte totdeauna
probleme practice a caror rezolvare revine, din punct de vedere geometric, la rezolvarea
problemelor de mai sus.

Prin rezolvarea acestui tip de probleme, elevii isi adancesc cunostintele, acestea
capatd un grad de intelegere mai mare, relatile geometrice trebuie desprinse si
recunoscute, din continutul problemei.

Legarea de practica are mai mult aspectul unei legdri de concret, de realizarea
obiectiva si de activizarea elevilor constient, direct de practica sociala. Mijlocul cel mai
folosit In acest scop este accentul pus pe constructia figurilor.

Spre exemplu, la capitolul prisma, am confectionat cu elevii, din baghete de
plastic de diferite culori principalele prisme: cu baza patrat, triunghi, hexagon, etc. in
care am evidentiat elementele principale pe care le intalnim in problemele studiate.

Adevarul observat pe aceste mulaje este sesizat imediat pe figura de pe tabla pe
care elevul o constientizeaza in mod real.

Astfel, elevii intuiesc proprietatile care apar pe figurile construite pe tablda sau
caiet, le aplica in problemele care cer constructia figurilor in anumite conditii. Cand
constructia se face pe teren, spre exemplu trasarea unui cerc, calculul perimetrului curtii
scolii, aflarea ariei laterale a salii de clasa, a suprafetei de parchet etc, legarea de
concret este si mai evidentd, iar intelegerea mai profunda.

Toate aceste elemente conduc la punerea in functiune a mai multor analizatori,
iar activitatea proprie, concreta stimuleaza activitatea psihica de cunoastere a elevului.
Cateva exemple de probleme practice:

Problema 1. Se di un unghi pe teren. Sa se C
imparta acest unghi in doud parti egale.

Rezolvare. Cu ajutorul unei franghii marcam pe

laturile unghiului pornind din varful O distantele

egale OC=0D. Marcdm mijlocul £ al segmentului D T~
CD, jalonam dreapta OF, apoi concluzionam ca Fig. 1.

[OE este bisectoarea unghiului AOB.

Problema 2. S5 se duca cu ajutorul unei frénghii o
perpendiculara dintr-un punct A pe o dreapta MN.

Rezolvare. Fixdam mijlocul franghiei in A si

P

P

extremitdtile ei in Bsi Cle fixdm pe linia MN. Gdsim —m 5 c
apoi mijlocul distantei BC fie acesta O, pe care-l B Fig. 2.
unim cu punctul 4, obtinand perpendiculara ceruta.

Aceste lucrdri practice pe teren trebuie pregatite, mai intai, la clasa, lucrarile
propriu-zise putand fi facute in timpul unor drumetii sau excursii, de reguld in afara
orelor de curs. Pentru ca activitatea sa fie incununatd de succes, profesorul trebuie sa
indrume in permanenta elevii, iar rezultatele obtinute sa fie analizate la clasa.
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INEQUALITIES IN TRIANGLES

Abstract. Some geometrical results concerning some well-known inequalities in a
triangle are presented. These inequalities have an important role in solving many
geometric and algebraic problems. Four theorems are formulated and by using these
theorems, seven problems are proved.

Din vremuri indepdrtate, in fata oamenilor au aparut probleme practice ce
impuneau solutii optime. Astfel de probleme apar si astazi in foarte multe domenii de
activitate, cu preponderentd in economie si tehnicd, referitoare la economisirea de
materiale si munca sau in legatura cu reducerea costului produselor si al lucrarilor dar si
cu atingerea unor parametrii calitativ superiori. Rezolvarea unor astfel de probleme
implica apelarea la matematica, deci traducerea lor in limbaj matematic.

Prezenta lucrare contine o serie de inegalitdti a caror importanta rezulta din
numeroasele posibilitati de utilizare in practicd a matematicii.

Prin rezolvarea problemelor de inegalitati se stabilesc doua relatii de ingalitate
fundamentale: relatia de inegalitate intre lungimile laturilor unui triunghi si ca o
consecinta relatia intre lungimea perpendicularei dusa dintr-un punct exterior unei
drepte pe acea dreapta si lungimea unei oblice dusa din acelasi punct fatd de dreapta
datd. Aceste inegalitati au la bazad teorema: intr-un triunghi, la unghiul mai mare se
opune latura mai mare, din care decurg apoi alte relatii de inegalitate intre elementele
triunghiului. De asemenea, pornind de la aceeasi teoremd, se stabilesc relatii
fundamentale de inegalitate intre perpendiculara dusa dintr-un punct exterior unei
drepte pe acea dreapta si oblica dusa din acelasi punct. Se deduc astfel relatii intre
ipotenuza si catetele unui triunghi dreptunghic, se stabileste ca /ungimea unei laturi a
unui triunghi este mai mica decat suma lungimilor celorlalte laturi si mai mare decat
modulul diferenter lungimilor for. Dam un exemplu de aplicare a acestor proprietati.

Problemele privitoare la inegalitati in triunghi nu sunt probleme simple. In multe
cazuri, elevii sunt pusi in dificultate de o astfel de problema. In rezolvare, se poate pleca
de la cateva teoreme privind inegalitati in triunghi, pe care le enuntam in continuare.

Teorema 1. (Teorema unghiului exterior) Un unghi exterior al unui triunghi este mai
mare decét oricare dintre unghiurile triunghiului, neadiacent cu acel unghi.

Teorema 2. Intr-un triunghi cu doua laturi necongruente, laturii cu lungimea mai mare
/ se opune unghiul cu masura cea mai mare.

Teorema 3. Intr-un triunghi cu doua unghiuri necongruente, unghiului cu masura mai
mare i se opune latura cu lungimea mai mare.
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Teorema 4. Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea ipotenuzei este mai mare decat
lungimea oricarei catete.

Aplicam aceste teoreme pentru a demonstra citeva probleme interesante despre
inegalitati in triunghi.

Problema 1. Intr-un triunghi ABC in care m(£ C) < m(«£ B) < 90°, consideram
inaltimea [AD], bisectoarea [AE] si mediana [AF] (D,E,F e (BC)). S& se demonstreze cd
AD < AE < AF.

Solutie. Folosim figura 1. Punctul D e [BC deoarece, in caz contrar, unghiul adiacent si
suplementar unghiului £ ABC (care este unghi obtuz) ar fi un unghi al triunghiului
dreptunghic ABD. Mdsura acestui unghi impreuna cu cea a unghiului drept ar depasi
180°, ceea ce contravine teoremei asupra sumei unghiurilor unui triunghi.

In A ABD avem:
m(<£ BAD) = 90° - m(«£ ABC) = 1/2[180° — 2 m( £ ABC)].
Cum din ipoteza avem:
m(«£ ABC) > m(«£ ACB)
deducem ca
m(BAD) < 1/2 -[180° - m(£ ABC) + m(Z ACB)] = V2 - m(£ BAC) - m( £ BAE).

Deci Dse afla intre Bsi £, adica 4

Pentru a dovedi a doua parte a /

concluziei, folosim o constructie L
& D E F € E

ajutatoare (fig.2.): pe semidreapta
[AF consideram un punct G astfel 01 o2
incat [AA= [FGl. Fig.1. Fig.2.

Rezulta ca:

[GF] = [AF] si AB < AC.
In AACGavem GC< ACsi m( 2 CAG) < m( £ AGC). Cum
m( £ CGA) = m( £ BAF)= m( £ CAF) < nX £ BAF),
m( £ CAFR)+ m £ BAF) = m( £ BAQC),
deducem ca
m( £ CAF) < 1/2m( £ BAC) - m( £ CAE),
deci Fse afld intre £si C. De aceea, AE < AF.

Problema 2. Pe /atura BC a unui triunghi ABC se ia un
punct oarecare D (fig.3). Sd se demonstreze ca.

a+b+c_a<AD<a+;+c'
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Solutie.
AD>c-a+x
AD > b—x
(+) 2AD>b+c-a @AD>b+zc'a=a”2”C—
Dmhfigiﬁ—a<AD.DaMQm
AD<a-x+c
AD < b+c
(+) 2AD<a+b+c<:>AD>a+Tb+c
Deci a+—b+c_a</40<a+—b+c

Problema 3. Fie triunghiul ABC cu m(£BAC)>90°. S4 se arate cd
m(£BAC) >m(£ABC) si m(£BAC)>m(ACB).

Solutie. Fie triunghiul ABCcu m(£BAC)=90°. Cum
m(£BAC)+m(£ABC)+m(£ACB)=180°,
deducem ca:
m(£ABC)+ m(£ACB) < 90°

si deci m(£ABC) < 90°.
Darm (£ACB) < 90°, ceea ce implica

m(£BAC) > m(£ABC)
Si

m(£BAC) > m(£ACB).

Problema 4. Fie triunghiul ABC si M, N doud puncte astfel
incdt Be (MC) s/ Ce (BN). 54 se demonstreze cd

m(£MAN) <m(£A)+m(£B)+m(£C).

Solutie. Fie triunghiul ABC si punctele M si N e BC, astfel
incdt Be (MC) si Ce(BN) (fig.4). In aceastd situatie
ZABC este unghi exterior triunghiului ABM, #ACB este unghi

exterior triunghiului  ACVN. Conform teoremei unghiului B c
exterior, m(AABC) > m(LMAB) , m(AACB) > m(ANAC). Fig. 4.
Deci
m(£MAN)=m(£MAB)+ m(£BAC)+m(£CAN) <
m(AABC)+m(ABAC)+m(4ACB)
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de unde rezultd m(£LMAN)< m(£A)+m(£B)+m(£C).

Problema 5. S3 se arate ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea:
abc > 852,

Solutie. Tinand cont de formula lui Heron pentru calculul ariei unui triunghi, relatia din
enunt este echivalentd cu  abcp >28p(p-a)(p-b)(p-c).
Daca notdm x =p-a>0, y=p-b>0, z=p-c >0, avem

X+y=c,y+z=a,z+x=>b,
iar noua egalitate va fi echivalenta cu:

(yv+z)(z+x)(x+y)28xyz,
Aceasta ultima inegalitate este o consecinta a inegalitatii
u+v22\/u_v, Yu,veR".

Egalitatea se obtine in cazul triunghiului echilateral.

Problema 6. Fie triunghiul ABC si un punct D situat in
interiorul triunghiului ABC astfel incdt (AD)=(AB). S& se

arate ca in aceste conditii, AB < AC.

Solutie. Fie triunghiul ABC si un punct D situat in interiorul B - = C
triunghiului ABC astfel incét (AD)=(AB) (fig.5). Notam: '9.5.

{E}=(ADn(BC) {F}=(BDN(AC).

Triunghiul ABD fiind isoscel avem m(£ABD) = m(£ADB).

Prin urmare, m(£ADB) < 90° (deoarece unghiurile de la baza triunghiului isoscel nu pot
fi obtuze sau drepte) ceea ce implicd m(ZADF)>90°. Rezultd cd in triunghiul ADF,
m(£ADF) > m(£AFD) si conform teoremei 3 obtinem AF > AD .

Dar AF < AC si (AD)=(AB), ceea ce implicd AC > AB.

Problema 7. S3 se demonstreze cd in orice triunghi ABC are loc inegalitatea.
i < i + i + l < i
R* " ab bc ca 4r
Solutie. Se stie ca S= rp, iar abc=4RS deci
i+i+i: a+b+c _ 2p _ 25 _ 1
ab bc ca abc abc r4RS 2Rr

Relatia din enunt este echivalenta cu 1 < 1 < 1 care se deduce din inegalitatea

R* 2R~ 4r® '
lui Euler: R >2r. Egalitatea se realizeaza cand R=2r, deci cand triunghiul ABC este
echilateral.
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AXIOMATICS AND NON-EUCLIDEAN GEOMETRIES

Abstract. This work is a brief survey of the relationships between the Euclidean and
noneuclidean geometries. It presents topics such as: the axiomatic method, hyperbolic
noneuclidian models (Klein, Poincaré), geometry and reality, Riemannian elliptical
geometry. The main features of each model are synthetized.

1. Metoda axiomatica

Metoda axiomaticd in matematica incepe cel putin cu Euclid. Ar fi insa complet
gresit sa presupunem ca matematica greaca a fost dezvoltatd sau prezentata exclusiv in
forma axiomatica, rigida, a Elementelor. Dar impresia produsa de aceasta opera asupra
generatiilor urmatoare a fost atat de mare, incat ea a devenit un model pentru orice
demonstratie riguroasa in matematica. Uneori chiar filozofi, ca de pilda Spinoza, in
Ethica, more geometrico demonstrata, a ?ncc;:-rcat sa prezinte rationamentele sub forma
unor teoreme deduse din definitii si axiome. In matematica moderna, dupa o abatere de
la traditia euclidiand, care a avut loc in decursul secolelor XVII si XVIII, a urmat o
patrundere din ce in ce mai mare a metodei axiomatice in toate domeniile. Unul dintre
cele mai recente rezultate a fost crearea unei noi discipline, logica matematicad.

In termeni generali, punctul de vedere axiomatic poate fi descris in modul
urmdtor: a demonstra o teorema intr-un sistem deductiv inseamna a arata ca teorema
este o consecinta logicd, necesara, a unor propozitii demonstrate anterior; acestea la
randul lor, trebuie sa fie demonstrate si asa mai departe.

Din vremea lui Euclid, geometria a fost prototipul oricarei discipline axiomatizate.
Timp de secole, sistemul de axiome al lui Euclid a fost obiectul unui studiu intens. Dar
numai de curand a devenit evident faptul ca aceste postulate trebuie modificate si
completate, daca vrem ca toata geometria elementara sa poata fi dedusa din ele. In
celebra sa carte, Grundlagen der Geometrie (prima editie a fost publicata in 1901),
Hilbert a dat un sistem satisfacator de axiome pentru geometrie si, in acelasi timp, a
facut un studiu exhaustiv al independentei, consistentei si completitudinii lui.

Multimea axiomelor geometriei constituie definitia implicita a tuturor notiunilor
geometrice nedefinite: punct, dreapta, incident etc. Pentru aplicatii este important faptul
ca notiunile si axiomele geometriei sa corespunda bine propozitiilor verificabile din punct
de vedere fizic, referitoare la obiecte palpabile, reale. Realitatea fizica, aflata in spatele
notiunii de punct, este aceea a unui obiect foarte mic, ca de pilda semnul facut cu
creionul, in timp ce dreapta este o abstractie a firului intins sau a razei de lumina.
Proprietatile acestor puncte si drepte fizice concorda experimental, mai mult sau mai
putin, cu axiomele formale ale geometriei. Este de conceput ca experimente mai precise
sa necesite modificarea acestor axiome, daca ele trebuie sa descrie in mod adecvat
fenomenele fizice. Dar daca axiomele formale nu ar concorda mai mult sau mai putin cu
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proprietatile obiectelor fizice, atunci geometria ar prezenta un interes limitat. Astfel,
chiar pentru formalisti, exista ceva care are o influentd mai mare asupra matematicii
decat ratiunea umana.

2. Geometria neeuclidiana hiperbolica

Exista o axioma a geometriei euclidiene, al cdrei adevar, adica a carei
corespondentd cu datele empirice referitoare la firele intinse sau la razele de lumind nu
mai este evidentd. Aceasta este celebrul postulat al paralelei unice, care afirma ca prin
orice punct exterior unei drepte se poate duce o singurd dreapta paralela cu dreapta
datd. Caracterul remarcabil al acestei axiome consta in faptul ca ea enuntd o proprietate
a dreptei in intregime, imaginata ca fiind nelimitatd in ambele sensuri; intr-adevar, a
spune ca doua drepte sunt paralele inseamna ca ele nu se intersecteaza, oricat le-am
prelungi. Este evident faptul ca exista multe drepte care trec printr-un punct si care nu
intersecteazd o dreaptd datd, intr-un cadru finit fixat, oricdt de mare. Deoarece
lungimea maxima posibild a unei rigle, a unui fir sau chiar a unei raze de lumina vizibile
cu telescopul este desigur finita si deoarece in interiorul oricarui cerc finit exista o
infinitate de drepte care trec printr-un punct dat si nu intersecteaza o dreapta datd in
interiorul cercului, rezultda ca aceasta axioma nu poate fi verificatda niciodata prin
experientda. Toate celelalte axiome ale geometriei euclidiene au un caracter finit, prin
faptul ca ele se refera la portiuni finite ale dreptelor sau la figuri plane de intindere
finita. Faptul ca axioma paralelelor nu este verificata din punct de vedere experimental
ridica problema daca ea este, sau nu, independenta de celelalte axiome. Daca ea ar fi o
consecinta logica necesara a celorlalte, atunci am putea sd o scoatem din randul
axiomelor si sa o demonstram cu ajutorul celorlalte axiome euclidiene. Timp de secole,
matematicienii au incercat sa gdseascd o astfel de demonstratie, datorita parerii larg
raspandite printre cei care au studiat geometria, ca postulatul paralelelor are un caracter
esential diferit de cel al celorlalte postulate, lipsindu-i plauzibilitatea convingdtoare pe
care ar trebui sa o aibd o axiomd a geometriei. Una dintre primele incercari de aceasta
natura a fost facuta de Proclus (secolul IV-lea e.n.), un comentator al lui Euclid, care a
incercat sa evite folosirea unui postulat special al paralelelor, definind paralela la o
dreapta ca fiind locul geometric al tuturor punctelor aflate la o distanta data de dreapta
datd. Prin aceasta, Proclus a scapat din vedere faptul cd, in acest mod, dificultatea a
fost deplasata in alt loc, deoarece in acest caz ar fi fost necesar sa se demonstreze ca
locul geometric al cestor puncte este o dreaptd. Deoarece Proclus nu a putut demonstra
acest lucru, el a trebuit sa-l accepte ca postulat, in locul axiomei paralelelor si in acest
mod nu s-a castigat nimic, deoarece se vede cu usurinta ca cele doua axiome sunt
echivalente. Iezuitul Saccheri (1667-1733) si mai tarziu Lambert (1728-1777) au
incercat sa demonstreze postulatul paralelelor prin metoda indirectd, presupunand
contrariul si cdutand sa obtina consecinte absurde. Departe de a fi absurde, concluziile
lor erau de fapt teoreme de geometrie neeuclidiana, dezvoltata mai tarziu. Daca nu le-ar
fi privit ca absurditati, ci ca propozitii de sine statatoare, ei ar fi fost descoperitorii
geometriei neeuclidiene.

Pe atunci, orice sistem geometric, care nu era in acord deplin cu cel al lui Euclid, ar
fi fost considerat un nonsens evident. Kant, cel mai influent filozof al vremii, a formulat
aceasta atitudine, afirmand ca axiomele lui Euclid sunt inerente intelectului uman, si de
aceea au o valabilitate obiectiva pentru spatiul real Aceasta incredere in axiomele
geometriei euclidiene ca exprimand adevaruri incontestabile, existente in domeniul
intuitiei pure, a fost unul dintre principiile fundamentale ale filozofiei lui Kant. Dar cu
timpul, nici vechile moduri de géndire, nici autoritatea filozoficda nu au putut suprima
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convingerea ca sirul nesfarsit de esecuri suferite in céutarAea unei demonstratii pentru
postulatul paralelelor este independent de celelalte. (In mod asemadnator, lipsa
succesului in demonstrarea faptului ca ecuatia generald de gradul V ar putea fi rezolvata
prin radicali a dus la banuiala, verificatd mai tarziu, ca o astfel de rezolvare este
imposibild). Matematicianul maghiar Bolyai (1802-1860) si matematicianul rus
Lobacevski (1793-1856) au rezolvat problema, construind in toate amanuntele o
geometrie in care axioma paralelelor nu este valabila. Atunci cand entuziastul si tanarul
Bolyai a prezentat lucrarea sa lui Gauss, prinful matematicienilor, pentru recunoasterea
pe care o astepta cu atat nerdbdare, el a fost informat ca lucrarea lui a fost anticipata
de Gauss insusi, dar ca acesta nu s-a ingrijit de publicarea rezultatelor obtinute, fiindu-i
teama de o publicitate prea zgomotoasa.

Ce semnificatie are independenta postulatului paralelelor? Aceasta inseamna ca
este posibil sa se construiasca un sistem consistent de propozitii geometrice, referitoare
la puncte, drepte etc., deduse dintr-un sistem de axiome in care postulatul paralelelor
este Tnlocuit cu negatia lui. Un astfel de sistem se numeste geometrie neeuclidiana. A
fost necesar curajul intelectual al lui Gauss, Bolyai si Lobacevski, pentru a recunoaste ca
o astfel de geometrie, bazata pe un sistem neeuclidian de axiome, poate fi consistenta.

Pentru a demonstra consistenta noii geometrii, nu este suficient sa deducem un
mare numar de teoreme neeuclidiene, asa cum au facut Bolyai si Lobacevski. In schimb,
am invdatat sa construim modele ale unei astfel de geometrii, care satisfac toate
axiomele geometriei lui Euclid, cu exceptia postulatului paralelelor. Cel mai simplu model
de acest fel a fost dat de Felix Klein, a cdrui operd in acest domeniu a fost stimulatd de
ideile geometrului englez Cayley (1821-1895). In acest model pot fi trasate o infinitate
de drepte, paralele unei drepte date care trec printr-un punct exterior acesteia din
urma. O astfel de geometrie se numeste geometrie Bolyai-Lobacevski sau geometrie
hiperbolica.

Modelul neeuclidian al lui Klein Distanta neeuclidiand

3. Geometriile si realitatea

Modelul lui Klein arta ca geometria hiperbolica, privita, ca sistem deductiv formal,
este tot atat de consistentd ca si geometria euclidiana clasica. Se pune atunci problema,
care din doua trebuie preferatd ca descriere a geometriei lumii fizice? Dupa cum am mai
vazut, experienta nu poate decide niciodata dacd exista o singurd dreapta sau o
infinitate de drepte, care trec printr-un punct si sunt paralele cu o dreapta data. In
geometria euclidiand insd, suma unghiurilor oricdrui triunghi este egald cu 180°, in timp
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ce in geometria hiperbolicd, suma este intotdeauna mai mic3 decat 180°. in consecint3,
Gauss a efectuat o experienta pentru a rezolva problema. El a masurat cu precizie
unghiurile unui triunghi, format de varfurile a trei munti destul de indepartati unul de
altul, si a g&sit cd suma unghiurilor este egald cu 180°, in limitele erorii experimentale.
Dacd rezultatul ar fi fost mai mic decat 180° consecinta ar fi fost cd geometria
hiperbolica este preferabila pentru descrierea realitatii fizice. Dar, dupa cum s-a aratat
prin aceasta experientd, problema nu a putut fi rezolvatd, deoarece pentru triunghiurile
mici, ale cdror laturi au lungimea de numai citeva mile, abaterea fatd de 180° in
geometria hiperbolica ar putea fi atat de micd, incat sa nu fi fost detectabild cu
instrumentele lui Gauss. Astfel, desi experimentul nu a dus la nici o concluzie, el a aratat
ca geometriile euclidiana si hiperbolica, care se deosebesc mai mult din punct de vedere
global, coincid atat de mult pentru figuri relativ mici, incat, din punct de vedere
experimental, ele sunt echivalente. De aceea, atata timp cat se iau in considerare
proprietatile pur locale ale spatiului, alegerea dintre cele douda geometrii trebuie facuta
numai pe baza simplitdtii si comoditdtii. Deoarece sistemul euclidian este mai usor de
manuit, il vom folosi atata timp cat consideram distante mici (de cateva milioane de
mile!). Nu trebuie totusi s3 ne asteptdm ca el sa fie in mod necesar potrivit pentru
descrierea universului in ansamblu, sub aspectele sale globale. Aici, situatia este cu totul
analoga cu aceea care exista in fizicd, unde sistemele lui Newton si Einstein dau aceleasi
rezultate pentru distante si viteze mici, dar difera atunci cand intervin marimi foarte
mari.

Importanta revolutionara a descoperirii geometriei neeuclidiene consta in faptul
ca ea a spulberat ideea ca axiomele lui Euclid, ar fi un sistem matematic imuabil, in care
trebuie sa fie incadrata cunoasterea experimentala a realitatii fizice.

3. Modelul lui Poincaré

Matematicianul este liber sa considere o geometrie ca fiind definita de orice
sistem de axiome consistente, referitoare la puncte, drepte etc. Investigatiile sale vor fi
folositoare fizicianului, numai daca aceste axiome corespund comportarii fizice a
obiectelor din lumea reald. Din acest punct de vedere, dorim sd examinam intelesul
propozitiei /Jumina se propagd in linie dreapta. Daca aceasta este privita ca definitie fizica
a dreptej, atunci axiomele geometriei trebuie sa fie alese in asa fel, incat sa corespunda
comportarii razelor de lumind. Sa ne imaginam, o datd cu Poincaré, o lume formata din
interiorul unui cerc C, astfel incat viteza luminii in orice punct din interiorul cercului sa
fie proportionala cu distanta punctului la circumferintd. Se poate ardta ca razele de
lumina vor avea atunci forma unor arce de cerc, ortogonale circumferintei C. Intr-o
astfel de lume, proprietdtile geometrice ale dreptelor (definite ca raze de lumind), se vor
deosebi de proprietatile euclidiene ale dreptelor. In particular, axioma paralelelor nu va
ramane in vigoare, pentru ca vor exista o infinitate de drepte care trec printr-un punct si
care nu intersecteaza o dreapta data. De fapt, punctele si dreptele acestei lumi vor avea
proprietatile geometrice ale punctelor si dreptelor modelului lui Klein. Cu alte cuvinte,
vom avea un alt model al geometriei hiperbolice. Insa geometria lui Euclid va fi si ea
aplicabila acestei lumi; in loc de a fi drepte neeuclidiene, razele de lumina vor fi cercuri
euclidiene, ortogonale lui C. Astfel, vedem ca diferite sisteme ale geometriei pot descrie
aceeasi situatie fizicd, cu conditia ca obiectele fizice (in cazul nostru, razele de lumind)
sa fie corelate cu diferitele concepte ale celor doua sisteme:

raza de lumind — dreapta — geometria hiperbolica
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raza de lumind — cerc— geometria euclidiana.

Deoarece notiunea de dreapta a geometriei euclidiene corespunde comportarii
unei raze de lumind intr-un mediu omogen, am spune ca geometria regiunii din
interiorul lui C este hiperbolica, intelegand doar ca proprietdtile fizice ale razelor de
lumina corespund n aceasta lume proprietatilor dreptelor geometriei hiperbolice.

AR

Modelul neeuclidian al lui Poincaré Drepte pentru o geometrie riemanniand

5. Geometria eliptica sau riemanniana

In geometria euclidiand, ca si in geometria hiperbolici sau a lui Bolyai-
Lobacevski, se face ipoteza tacita ca dreapta este infinita (intinderea infinita a dreptei
este esential legata de conceptul si de axiomele relatiei /ntre). Dar dupa ce geometria
hiperbolica a deschis drumul cdtre construirea libera a geometriilor, a fost natural ca
matematicienii sa se intrebe dacd nu se pot construi alte geometrii neeuclidiene, in care
o dreaptd sa nu fie infinita, ci finitd si inchisa. Desigur, in astfel de geometrii nu numai
postulatul paralelelor, dar si axiomele legate de relatia /ntre trebuie sa fie parasite.
Cercetdri moderne au scos in evidenta importanta fizica a acestor geometrii. Ele au fost
considerate pentru prima data in disertatia inaugurala sustinuta in 1851 de Riemann, cu
prilejul admiterii sale ca privat-docent al Universitatii din Gottingen. Geometriile cu
drepte finite inchise pot fi construite fard nici o greutate. Sa ne inchipuim o lume
bidimensionald, formata din suprafata S a unei sfere, in care definim dreapta ca fiind un
cerc mare al sferei. Acesta ar fi modul natural de descriere a lumii unui navigator,
deoarece arcele de cercuri mari sunt curbele de lungime minima intre doud puncte de
pe o sferd, iar aceasta este proprietatea caracteristica a dreptelor din plan. Intr-o astfel
de lume, oricare doua drepte se intersecteaza, astfel incat dintr-un punct exterior nu se
poate duce nici o paralela (dreapta care nu intersecteazd) la o dreapta datd. Geometria
dreptelor din aceastd lume se numeste geometrie eliptica. In aceasta geometrie eliptica,
distanta dintre doud puncte se mdsoard prin lungimea celui mai scurt arc al cercului
mare care uneste punctele. Unghiurile se masoara ca in geometria euclidiana. In
general, consideram ca fiind caracteristic pentru geometria eliptica faptul ca nu exista
paralele la o dreapta.

Urmand calea propusa de Riemann, putem generaliza aceastd geometrie in felul
urmator. Sa consideram o lume care consta dintr-o suprafata curbatd din spatiu, nu
neaparat sferica, si sa definim dreapta care uneste doua puncte, ca fiind curba de
lungime minima sau geodezica care uneste aceste puncte. Punctele de pe suprafata pot
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fi impartite in doud clase: 1. puncte in vecindtatea carora suprafata este ca o sferd, in
sensul ca ea se afld in intregime de o parte a planului tangent in acel punct; 2. puncte in
vecinatatea cdrora suprafata are forma unei sei si se afla de ambele parti ale planului
tangent in punctul considerat. Punctele de primul fel se numesc puncte eliptice ale
suprafetei, deoarece daca planul tangent este deplasat putin, paralel cu el insusi, el
intersecteaza suprafata dupa o curba eliptica; punctele de al doilea fel se numesc
hiperbolice, deoarece daca planul tangent este deplasat putin, paralel cu el insusi, el
intersecteaza suprafata dupa o curba asemanatoare cu hiperbola. Geometria dreptelor
geodezice din vecindtatea unui punct al suprafetei este eliptica sau hiperbolicd, dupd
cum punctul este eliptic sau hiperbolic. Intr-un astfel de model de geometrie
neeuclidiand, unghiurile se masoara ca in geometria euclidiana.

Puncte eliptice Puncte hiperbolice

Aceasta idee a fost dezvoltata de Riemann, care a considerat o geometrie a
spatiului, analoaga cu aceastd geometrie a suprafetei, in care curbura spatiului poate
schimba natura geometriei de la punct la punct. Dreptele unei geometrii riemanniene
sunt geodezicele. In teoria generald a relativitatii a lui Einstein, geometria spatiului este
0 geometrie riemanniand, lumina se propaga in lungul geodezicelor, iar curbura spatiului
este determinata de natura materiei pe care o contine.

De la originea sa, aflata in studiul axiomaticii, geometria neeuclidiand a devenit
un instrument extrem de util pentru aplicatii la lumea fizica. In teoria relativitatii, in
optica si in teoria generalad a propagarii undelor, o descriere neeuclidiana a fenomenelor
este uneori mult mai adecvata decat una euclidiana.
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MATEMATICA IN SPRIJINUL FIZICII
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MATHEMATICS SUPPORTING PHYSICS

Abstract. Use of graphical representations of real functions in teaching physics is
presented. So far, the mathematical aspects involved were underlined for the physics
lessons; in the future, they can be used during mathematics lessons as a feedback for
modelling activities. This is an opportunity to connect mathematics and physics
lessons.

A face fizicd inseamna a cerceta si a pune intrebari naturii si lumii inconjuratoare
intr-un mod foarte precis, pentru a intelege procesele si fenomenele care au loc. Fizica
este o stiinta a experimentului. In urma efectudrii experimentului, fizicianul obtine un
numar de date prin efectuarea unui numdr de madsurdtori. Din aceste masurdtori se
incearca obtinerea de relatii matematice intre marimile analizate. Majoritatea legilor
fizicii se exprima prin relatii matematice.

O activitate experimentald in studiul fizicii presupune doua etape:

- efectuarea masuratorilor;

- calculul marimilor fizice, adica prelucrarea matematica a rezultatelor obtinute prin
masuratori. Orice masuratoare directd a unei marimi implicd intotdeauna erori, adica
valori apropiate de valoarea reald, exacta, in mod evident necunoscutd. Rezultatele
masuratorilor pe masura ce se obtin se trec in tabele.

Daca intr-un experiment se urmareste variatia unei marimi fizice y in functie de
alta x, atunci se realizeaza un grafic. Avantajele unui grafic sunt:

- descoperirea cu usurinta a maximelor sau a minimelor;

- se poate arata dacd exista sau nu o relatie intre cele doua variabile — marimi
fizice si, daca existd, se poate gdsi forma ei matematica.

Vom pune in evidenta cateva utilizari ale graficelor in predarea fizicii in gimnaziu.

Exemplul 1. Dependenta intensititii curentului electric 4 I(A)
in functie de tensiunea aplicata pentru un consumator
electric (bec)

;=Y LY !
R e
R= rezistenta electricd a consumatorului -~ !
U ' >
ctgo = 7= R 0 Fig. 1. U u(v)

Exemplul 2. Dependenta intre pozitie (coordonata) si timp exprima o lege de miscare

X=Xp+Vv-t
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X — X,
t
Panta dreptei, tangenta unghiului facut de
dreapta cu axa timpului, se identificd cu viteza
mobilului.

lga =

Unele marimi fizice pot avea o interpretare
»geometricé, ca cele din exemplele urmatoare.

o Fig. 2. t

Exemplul 3. Distanta parcursa — aria cuprinsa intre curba v(t) si axa timpului:
A=tv=d

A V(m/s) A Vv(m/s)

>
t t; t(s)
Fig. 3.a. Fig. 3.b.

>
t(s)

In figura 3.a este reprezentatd functia w#) care, in cazul miscarii rectilinii
uniforme, este o paraleld la abscisa. Calculdm aria A cuprinsa intre curba v(%), abscisa si
paralelele duse la ordonata prin punctele de abscisa ¢;, respectiv £, si obtinem

,4=V(l'2't1)=0’.

Utilizand legea miscarii rectilinii uniforme obtinem acelasi lucru: d=v(t-t;).

Calculul ariei folosind graficul v=f{t) ne permite sa calculam distanta parcursa de
un mobil intr-o miscare rectilinie variata(acceleratd) chiar si in conditiile in care nu
cunoastem legea de miscare — figura 3.b. Aria cuprinsd intre curba w#), abscisa si
paralela dusa la ordonata prin punctul de coordonata ¢ reprezinta distanta strabatuta de
mobil In miscarea rectilinie variata. Aceasta arie se poate calcula usor fiind aria unui
triunghi dreptunghic.

F(N)
Exemplul 4. Lucrul mecanic 4
a) aria cuprinsa intre graficul fortei si axa deplasarii
F=forta constanta P -
Xo-Xy=d /// !
A=Fd=L Vs
i / >
0 x X X(m)
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b) aria cuprinsa intre graficul puterii i axa timpului 4 P

A=Pt=L
P:é:L:P-t

Deci aria reprezinta lucrul mecanic.

Fig. 4.b.

Exemplul 5. Sarcina electrica
Reprezentand grafic functia /(#) pentru un conductor putem determina sarcina electrica
transportata printr-o sectiune transversala a acelui conductor.

AI(A) A I(A)

> >
t; t(s) t t(s)
Fig. 5.a. Fig. 5.b.

in figura 5.a. este reprezentat graficul /(%) pentru un curent electric de intensitate
constantd. Aria cuprinsa intre curba I(¢), abscisa si paralelele duse la ordonata prin
punctele de abscisa ¢; si ¢ este:

A=[(t2-t1)=[At
deci, sarcina transportatda de curentul de intensitate constantd 7 prin sectiunea
transversala a conductorului in timpul a ¢.

Daca intensitatea curentului creste liniar in timp — figura 5.b. —reprezentand
grafic f(t) putem calcula sarcina transportata prin sectiunea transversald a conductorului
ca fiind aria cuprinsa intre curbd, abscisa si paralela dusa la ordonata prin punctul de
abscisa ¢

Deseori incercand sa rezolvam probleme de fizicd constantam ca desi cunoastem
legile fizice ce guverneaza fenomenele analizate, nu putem obtine rezultatul dorit
deoarece aparatul matematic pe care-l avem la dispozitie nu ne permite acest lucru.
Pentru rezolvarea acestei situatii este necesara corelarea dintre programa de
matematica cu cea de fizica.
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TEACHING-LEARNING ELEMENTARY MATHEMATICS

Abstract. Starting with the Bruner’s statement that any child at any age might learn
anything, given appropriate strategies and school supplies, we list some types of
exercises that can be used to emphasise the properties of arithmetical operations in
the elementary grades.

Circula diverse sintagme care probeaza contrariul afirmatiei ca matematica este
monstru cenusiu, si anume: din spectacolul matematici, izbdnda mintij, recreatii
matematice, distractiva. 1.S. Bruner a elaborat celebra si controversata ipoteza: oricarui
copill, in orice stadiu de dezvoltare, i se poate preda cu succes orice subiect de
invatamant, intr-o formd intelectuald adecvata.

Cati elevi nu ajung matematicieni datoritd invatatorului sau profesorului lor? ne
intrebam noi. De altfel, autorii acestui articol considera ca in primele clase se naste la
elev atractivitatea sau repulsia pentru studiul acestei discipline riguroase. Din
numeroasele secrete culese din experienta considerabild la catedrd, conturam cateva,
care au facilitat succesul discipolilor la stiinta amintita, au conferit afinitate si izbanda in
abordarea situatiilor-problemd. Excludem memorarea scaderii, in favoarea predarii-
invatarii constiente a adundrij, iar aceasta sa se realizeze anticipat incd de la
descompunerea si compunerea numerelor in concentrul 0-20.

Se ajunge prin joc la algoritmul: cu cat un numar natural este mai mare, cu atat
posibilitdtile de componenta se multiplica.

Daca numim problema Iui 5 ca relatii: 5 si 0; 4 si 1; 3 si 2, invitam la proprietatea
de comutativitate a reuniunii; similar, aparitia logica de diferenta dintre o0 multime si o
submultime a sa conduce la constientizarea operatiei aritmetice de scadere.

Cuplajele de marimi identice, enumerate de la 1 + 1 saul + 1 + 1 ... pand la
adunarea repetata de termeni egali cu 9, produc un deliciu copiilor si diminueaza
cantitatea variantelor de sume 7ara sau cu trecere peste ordin. Retinerea oricarei relatii
de tipul a + b = c induce o viziune simpla in toata problematica: comutativitatea
adunarii, scaderea, probe, determinarea valorii unei necunoscute.

Circuitul inchis din exemplul 6 + 7 = 1; 13 — 7 = 6, favorizeaza logica rezolvarii
scaderilor: -6 =7,13 -0 =7, 13 — 6 = [J, situatie in care se face apel la proba
scaderii prin adunare, ca operatie inversa. Nu vizam doar anularea tablei scaderii, ci si
prezentarea succinta, esentializatd a adunarii pana la 20, fundamentul majoritatii
calculelor de ordin 1, indiferent de ordinul de marime al termenilor. Tabloul schematic
de baza s-ar incadra intre limitele 6-18, fara inserarea adunarii cu 0 sau 1, considerate
facile.
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6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
4+2 5+2 6+2 7+2 8+2 942 943 9+44 945 9+6 9+7 9+8 9+9
3+3 4+3 543 6+3 7+3 8+3 8+4 8+5 8+6 8+7 8+8
4+4 5+4 6+4 7+4 7+5 7+6 7+7
5+5 6+5 6+6

Pentru a se fixa in memorie orice varianta si ca joc alternativ, ar fi recomandat sa
se exprime si reversul, exemplu 9 + 6 sau 6 +9 si 8 +7 sau 7 + 8, care-| vizeaza pe 15.

In corelare cu aspectul sus-amintit ar fi proprietatea de asociativitate a adunarii
cu mai multi termeni, aplicabild ca grupare convenabild de numere, avand ca rezultantd
obtinerea de sume identice sau marimi de zeci intregi, sute s.a.m.d.

Elevii trebuie indrumati ca, inainte de a opera, sa arunce o privire de ansamblu
asupra exercitiului, care sa se concretizeze uneori cu intuirea unor asocieri favorabile.
Nu se abordeaza totdeauna o situatie-problema in ordinea prezentarii datelor ei!

Exemple.
19+16+17+14+33=(19+14)+ (16 + 17) + 33 =33 + 33 + 33 =99;
1+87+95+5+113+299=(95+5)+ (87 + 113) + (1 + 299) = 100 + 200 + 300 = 600.

Similar acestui procedeu ar putea fi considerata si estimarea unei sume (ca o
proba preliminara a calculului efectuat) sau aplicarea rotunjirii prin lipsa/adaos a
numerelor din expresia data. Astfel, solicitandu-se insumarea numerelor 48, 29 si 14,
orientam atentia spre aproximarea la corespondentele 50, respectiv 30 si 10; totalul
estimat se cifreaza in jurul lui 90. Dar, artificiul de calcul poate sa convearga spre
determinarea exacta a termenului, apeland in genere la aproximarea prin adaos.

Exemplu. 399 + 18 + 579 = (400 + 20 + 580) — (1 + 2 + 1) = 1000 — 4 = 996.

Analog operatiei de adunare care antreneaza implicit reversul sau — scdderea, am
procedat si cu insistarea pe /nmulfire ce garanteaza impartirea; deci, nu am aglomerat
problematica matematicii cu scaderea si impartirea, acestea dand 0 mai mare bataie de
cap daca se trateaza ca operatii distincte de celelalte doua. Intelegerea esentei
inmultirii, ca adunare repetatd de termeni egali, trebuie realizata din start pe baza
demonstrarii prin reprezentari grafice si cazuri numerice simple. Tine tot de preocuparile
lectiilor introductive sa facem functionald proprietatea de comutativitate a inmultirii,
cunoscutd ca terminologie de la adunare. Pe baza ei, aproape jumadtate din inmultiri
sunt la modul real cvasicunoscute. La tabla inmultirii cu 9, de exemplu, inedita este
numai 9 - 9 = 81, celelalte fiind deduse din tabelele anterioare. Intrucat tabla inmultirii
se coreleaza efectiv cu adunarea repetatd si deci cu numdrarea, am optat pentru
procedeul metodic cu deinmultit permanent, care poseda cel putin avantajul de a stabili
relatii de recurenta.

Exemplu. 6-9=6-8+6=...5au6-10-6=....

Am explicat inmultireacu 0, 1sau10(n-0=0,n-1=nsin- 10 = n0), care au
fost suprimate din ansamblu. Dat fiind numaratoarea din 2 in 2 pana la 20, devenita
automatism incd din clasa I, asimilarea acestei table nu comportd dificultati. De
asemenea, produsele de factori egali se pot recomanda ca o reteta simpla de memorat
a patratelor perfecte.

3:3=9,4-4=16;5-5=25;6-6=36,7-7=49;8-8=64,9 -9 =81.

Dupa aceste demersuri adoptate, vestita tabld a inmultirii s-a redus la
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Datorita valorii sale instrumentale deosebite, se cuvine sa punem de timpuriu la
dispozitia elevilor tehnica aplicarii proprietdtii de distributivitate a inmultirii fatda de
adunare, baza a rezolvarii unor exercitii sau a compunerii de probleme dupa modele, de
exemplu

6-(5+4)=6-5+6-4=30+24=54sau=6-9 =54.
O astfel de caracteristica are aplicatii si in deducerea unor formule de geometrie,
cum ar fi perimetrul dreptunghiului: 2L + 2/ = 2(L + /).
In sfarsit, inmultirea devine suport clar in explicitarea impartirii (ca operatie
opusa si inversa), a cunoasterii probelor in aflarea valorilor nedeterminate in operatii de
gradul II.

* In mintea copiilor trebuie si se delimiteze si repertoriul de formule care
consacra, legitimeaza fiecare operatie aritmetica.

Intre aceste sintagme de recomandare se pot stabili corespondente pe verticala
sau orizontald, actionand aici transferul de cunostinte.

ADUNAREA SCADEREA
- semnul plus - semnul minus
- termeni - termeni (descdzut, scdzator)
- suma (total) - rest (diferenta)
- mariti cu... - micsorati cu...
- mai mult cu... - mai putin cu...
- adunarea este comutativa - cu cat?
! 7 ! 1
INMULTIREA IMPARTIREA
- semnul or7 - semnul impartit
- factori - termeni (deimpartit, impartitor)
- mariti de...ori - micsorati de... ori
- mai mult de... ori - mai putin de ... ori
- inmultirea este comutativa - doime, treime, ..., zecime
- dubly, triplu,..., inzecit - de cate ori?

Din interdependenta acestor expresii ce le recomanda se sporeste intelegerea
problemei matematice. Confuzia lor, adaptarea unui sens echivoc, neconform cu
realitatea, conduce spre rezultate eronate, ilogice.

Secventa de captare a atentiei este introdusa de multa vreme in proiectul lectiei
ca deschizator si mobilizator al proceselor intelectuale, in procesul cunoasterii. Ea
trebuie sa socheze, sa declanseze interesul pentru activitate; acest fapt vizeaza tactul
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propundtorului care incearca sa proiecteze un centru de interes la care sa se ralieze
efectivul scolar.

In virtutea inertiei momentului introductiv creat si al dublarii lui de o activitate
variata, care trezeste interese, si acest aspect este un garant al eficientizarii orei de
matematicd. Iata cateva mostre.

1. Cu cat este mai mare jumatatea decat doimea unui numar? Similar, se pot compara
triplul cu intreitul sau sfertul cu patrimea si a patra parte dintr-o marime data etc.

2. In planul unitatilor de masura se cer comparate sfertul de ora cu 15 minute, secolul
cu veacul, decimetrul cu decametrul...

3. Adevdrat sau Fals?
a)1l0-(9+8+7) =90+ 15 =105
b) 2/5din 300 =300:2-5=150-5 = 750.
4. Diferenta de varste dintre doi frati este acum de 3 ani; dar peste 4 ani?

5. Stii sa numeri?
Cate dreptunghiuri vezi in desen?

Inainte de orice, captati bundvointa celor care v& asculti — au recomandat
profesorii de retorica, indemn cu aplicabilitate maxima si in didactica.

Organizarea calculului mintal, ignoratd frecvent in actul didactic, succede
evenimentului amintit anterior, creand astfel carente in formarea priceperilor si
deprinderilor de calcul in scris sau in dezvoltarea facultdtilor cognitive.

Oferim un evantai de domenii ce ilustreaza acest aspect si concura la obtinerea
unor efecte pozitive in plan matematic, punand creierul in tensiune:
a) formule de calcul prescurtat, relativ la inmultirea cu 5, 9, 11, 25, 50, 99,...
b) cunoasterea efectului lui zero ca factor la inmultire sau deimpartit (0 - n = 0 :n = 0);

c) utilizarea unei terminologii matematice de tipul: par, impar, consecutiv, distinct,
rasturnat, identic, cel mult egal cu..., suma, diferenta, produs, cat,...;

d) efectuarea unor operatii in lant care sa aiba limita superioara la 100, de obicei;

e) determinarea a doua numere naturale, cunoscand suma si diferenta lor (se calculeaza
semisuma, respectiv semidiferenta numerelor);

f) precizarea sumei a 3, 5, 7, ... numere, in ipoteza ca se stie media lor aritmetica sau
numarul din mijloc (obs.: aceasta se inmulteste cu numarul numerelor);

g) exercitii care fac apel la cunoasterea proprietatilor aritmetice: comutativitate,
asociativitate, distributivitate.

Culturile occidentale tind sa transmita doua practici — aritmetica orald si cea
scrisa, care genereaza performante diferite. Astfel, cand copiii trebuie sa rezolve
probleme-n strada, ei au raspuns la 98% din intrebari, in timp ce la scoald, bazandu-se
pe calcul in scris, au dat raspunsuri corecte la 74% din probleme si 37% din exercitii
apartinand aceluiasi chestionar. Explicatia: in calculul oral subiectii pastreaza esenta
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problemei in minte, imaginandu-si referintele ei, iar in aritmetica scrisa se asistd la o
disociere intre semantica si sintaxa matematica.

Rezolvarea unei situatii matematice prin mai multe metode, sintetizarea intr-o
formula numerica a demersului adoptat, compunerea de probleme dupa reperul obtinut
sau impus.

I. Rezolva in 4 feluri exercitiul 25 — 14.

25 — 25-14 = 11;
14 25-14=25-10-4 = 11;
11 25-14=(20-10) + (5-4) = 10 + 1 =11.

II. Insumati 3 numere pare consecutive, dacd unul dintre ele este cel mai mare
numar de doua cifre distincte. (Variante: 98 + 100 + 102 sau 96 + 98 + 100 sau 94 +
96 + 98)

III. Un gospodar are-n ograda iepuri si curci: 20 capete si 54 picioare. Cate-s din
fiecare? (metoda grafica si falsa ipoteza).

IV. Eu am 9 ani, iar tata impatritul varstei mele. Ce intrebari puteti formula? Scrie
in cate o expresie fiecare rezolvare si alcdtuieste probleme similare. (Cati ani are tata?;
Care este suma varstelor? Cu cat este mai tanar fiul?)

V. Bunicii au 5 randuri de pruni, 3 de meri si 2 de peri, fiecare cu cate 16 pomi.
Cati pomi numara livada? (Se solicitd doua modalitati de rezolvare, punere in exercitiu si
compunere de probleme dupa formulele numerice rezultate).

Aceastd triada: rezolvare de probleme, scrierea intr-o expresie si alcatuirea de
probleme similare a constituit un algoritm prezent in multe ore de matematica derulate.
Se solicita disponibilitatile psihice ale scolarilor, se intreprind primii pasi in flexibilitatea
adaptiva si fluenta asociativa, se stimuleaza imaginatia creatoare.

Jocurile logico-matematice, problemele nonstandard si de perspicacitate cultiva
spiritul novator, iscoditor, creeazda o motivatie intrinsecd, educa trasaturi volitive,
pozitive de conduitd. Prezentam mai departe o suitda de asemenea exercitii si probleme
distractive, recreatii matematice, probleme neconforme unor asemenea canoane.

1. La o aniversare se intalnesc 11 copii. Fiecare da noroc o singura data cu ceilalti. Cate
strangeri de mana au loc?

2. Cunosc un numdr. Jumadtate reprezintd a treia parte din el. Afla acel numar.
3. Din 8 de 8 si semnul + sa obtii ... 1000. Cum?
4. Completeaza seriile de mai jos:
a)l1,2,4,7,11,16, ..., ..., ...}
b) 98, 76, ..., 32, 10;
Q) ey oy s 5,E 7,G, 9, 1;
d)2,3,5,9 17, ) ey oo
e) 1, 10, 10, 2, 20, 40, ..., ..., ..., 4, 40, 160;
f) 45, 54, 23, 32, 96, ..., ..., 71.
5. Care este valoarea lui xdin egalitatea: x-2-2+ x-3-3-3 + x- 4 = 350?
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6. Ce relatie descoperi intre primul si al doilea rand de date?
3 4 5 6 7 8
29 39 49 59 69 79
7. Din trei creioane poti face ...patru, fara a rupe sau a adauga vreunul?

8. Jocul Aflarea vérstei. Se solicitd varsta interlocutorului. O inmulteste cu 2, aduna 5 si
mareste de 5 ori. (Din rezultat se exclude ultima cifra, se scade 2 si se descopera
varsta.)

9. Plasati semne de operatie si paranteze: 6...6...6...6...6...6 = 5
10. Rezolva: 100 porumbei..................... 100 kg orz.....cceeveeeirnene, 100 zile
10 porumbei..........cccveeneens Fa (o [ o] A ? zile
11. Cat cantareste o ladita goald, daca plina cu cirese are 14 kg, iar pe jumatate plind 8
kg?
12. Cate numere de 3 cifre existd, in care suma S + Z + U este 4?
a)6; b)9; c)10; d) 17.

13. Completati casutele cu numere naturale astfel incat suma

11
pe fiecare linie, coloana sau diagonala sa fie 27.
14, ORAR 9
PITESTI
TEATRU 3

Privind cu atentie cele trei cuvinte descoperi... un numar!

Am punctat cateva aspecte, dintr-o multitudine de alternative metodologice care
se repercuteaza pozitiv in pregatirea matematica a micilor discipoli. In concluzie, aceasta
disciplina nu este sperietoare scolara, iar psihologii au demonstrat ca tocmai disciplinele
perfect logice pot fi invatate mai usor si mai devreme de catre copii.
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A KINEMATICAL CLASSIFICATION OF MATHEMATICS PROBLEMS

Abstract. In order to identify the underlying way of thinking involved in constructing
and solving problems, it is necessary to use more sophisticated ways to classify
problems than the teacher usually does. How can the mathematics problems be
classified? In this paper, we propose a classification based on a kinematical point of
view.

For the dynamic model generated by the text of the problem, we use the following
two categories:

e dynamic — the problem assuming a motion of a configuration, a transformation of a
context, or some degrees of freedom which lead to several possible results;

e static— the problem does not assume motion or variation of data.

This classification equally refers to the text of the problem as well as to the cognitive
processes involved in problem solving activities. This classification groups the
problems in two disjoint classes. In other words, each problem belongs to a single
class of the two categories.

Due to the fact that this classification emphasizes some complex features of problems,
sometimes it is not obvious to which category a specific problem belongs. For
instance, problems with similar text can be situated in different classes, since the
essential criteria is the dynamics of the content. In the paper, we analyze such
problems, and explain how the classification operates.

This classification is pertinent because some important mathematical concepts have a
dynamic nature and, therefore, they can be learned easierly in a dynamic context. The
teacher can use such a classification in balancing the distribution of problems and
applications discussed during mathematics lessons.

1. Introducere

Clasificarea problemelor nu este un subiect nou in didactica matematica: de fapt,
orice profesor utilizeaza diverse criterii personale, atunci cand isi alege aplicatiile pentru
clasa. O clasificare cat de cat argumentatda nu poate insa folosi criterii subiective, de
tipul problema frumoasa sau problema grea. De aceea, in orice incercare de acest tip se
ajunge invariabil la intrebarea: ce criterii am putea folosi pentru o clasificare cat mai
obiectiva?

Existd multe posibilitdti de a clasifica problemele de matematicad. Clasificari pur
formale se pot face in functie de domeniul larg in care se incadreaza problema (algebra,
geometrie, analiza, trigonometrie), in functie de numarul de cuvinte din enunt sau in
functie de cerinta (de exemplu, probleme de concurenta sau probleme care se rezolva
prin ecuatil). O clasificare se poate face in acord cu perceptia rezolvitorului sau
propundtorului (probleme usoare sau probleme grele). Alte clasificari pot fi facute dupa
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clasa careia i se adreseaza problema sau dupa scopul urmarit prin rezolvare (de
exemplu, probleme de examen sau de olimpiada).

Este evident insd cd toate aceste clasificari sunt relative: ele depind de o
multitudine de factori, ce tin de propunator/ profesor, de rezolvitor/ elev, cat si de
contextul in care se face clasificarea. In momentul in care o aceeasi problema poate fi
considerata si usoara, dar si grea, sau poate fi incadrata atat printre problemele de
algebra, cat si printre cele de geometrie, clasificarile nu functioneaza.

Pentru a depista modul de gandire implicat in construirea si rezolvarea de
probleme, taxonomia folositd trebuie sa aiba in vedere criterii mai profunde decat cele
enuntate mai sus.

Interesul nostru pentru o clasificare obiectiva a problemelor a pornit de la analiza
problemelor propuse si a raspunsurilor elevilor, pe parcursul a mai multi ani, la
concursul international Cangurul. Aceste probleme sunt selectate de profesori din
intreaga lume, dintr-un set de probleme puse la dispozitie de tarile participante. Ulterior,
organizatorii din fiecare tara decid asupra distributiei problemelor pe clase. Datoritd
numadrului mare de participanti, analiza raspunsurilor date de elevi poate furniza
informatii statistice relevante.

2. Categorii de probleme

Clasificarea pe care o propunem are in vedere asocierea dintre o problema data
si doua categorii de parametri, referitori la continut, respectiv la meta-continut.

Continutul problemei priveste incadrarea acesteia in categoriile: calcul,
geometrie, logica, relatii, organizarea datelor. Aceste categorii de continut apar, de
exemplu, In [1]. Pentru a evita eventualele neclaritati, problemei ii corespund o
categorie dominanta (primard) de continut si, eventual, o categorie secundara de
continut.

Meta-continutul problemei este clasificat prin determinarea variabilei
corespunzatoare fiecdreia dintre categoriile urmatoare:
1. natura contextului problemei: practic — cotidian versus teoretic;
2. distanta intre enuntul problemei si exprimarea acestuia in limbaj formal (standard):

standard versus non-standard,

3. codul de procesare dominant pentru lectura enuntului si obtinerea solutiei: /ingvistic
versus iconic;
procedura de constructie a modelului problemei: algoritmic versus creativ;
dinamismul modelului generat de enuntul problemei: static versus dinamic;
dimensionalitate: dimensiunea poate fi 0, 1, 2 sau 3.

owuh

in particular, pentru problemele propuse in cadrul concursului Cangurul, dar si
pentru alte probleme despre care exista informatii de natura statistica, putem considera
in plus gradul de dificultate — dat de procentul de rezolvari corecte ale problemei per lot.
Aceasta este o evaluare statistica, raportata la lotul de elevi si nu la problema in sine.
Lucrarea de fatd se focalizeaza pe discutarea categoriei static-dinamic. aceasta
este o categorie mai ampla, care are nevoie de precizari detaliate pentru a putea fi
inteleasa.
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3. Clasificarea static versus dinamic

Din punctul de vedere al dinamismului modelului generat de enuntul problemei,

clasificarea propusa lucreaza cu urmatoarele definitii.

e Dinamic — enuntul problemei presupune o deplasare a unei configuratii, o
evolutie a unui context, sau considerarea unor grade de libertate ce conduc la
mai multe rezultate posibile.

e Static— enuntul problemei nu presupune miscare sau variabilitate a unor date.

Clasificarea se referd, in egala mdsurd la enuntul problemei si la cdile de

rezolvare a acesteia. In continuare, propunem o lista de exemple, pentru a explica
diferentierile care intervin intre cele doua categorii si @ genera premise pentru catalogari
obiective.

4. Exemple !
4.1. Probleme in care analiza se face pas cu pas

Care din urmatoarele numere, inmulfit cu 768, da un numar avénd la sfarsit cel mai
mare numar de zerouri?

A) 7500 B) 5000 C) 3125 D) 2500 E) 10000

Aceasta este o problema statica, deoarece presupune doar efectuarea produselor
dintre numerele corespunzdtoare variantelor propuse si 768.

Pentru a vedea cum se diferentiaza o astfel de problema de varianta ei dinamica, sa
consideram un enunt de tipul: care dintre numerele pand la 10 000, inmultit cu 768, da
un numar avand la sfarsit cel mai mare numar de zerouri?
Acesta este de tip dinamic, deoarece:
e presupune o functie liniara x — 768 X, care suprapune o multime peste o altd
multime; aceastd suprapunere se realizeazda prin imaginarea modului in care se
modifica configuratia initiala (adica multimea numerelor naturale de la 1 la 10000);
o fata de exemplul anterior, nu se poate ajunge la rezultat prin efectuarea tuturor
calculelor; la un moment dat trebuie aplicat un rationament care scurteaza calea spre
rezultat(e);

e exista mai multe rezultate posibile, obtinute ca urmare a analizei situatiilor
posibile.

4.2. Probleme de pus in ecuatie

In colivie sunt 5 papagali. Media preturilor lor este 60 euro. Intr-o zj un papagal a
zburat pe fereastra. Media preturilor celor ramasi este 50 euro. Care este preful
papagalului pieraut?

A) 10euro B)20euro C)55euro D)60euro E) 100 euro

! Toate problemele analizate sunt propuse la concursul Cangurul, in anii 2004 si 2005.
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Prima parte a enuntului contureaza o configuratie care poate fi descrisa printr-o
ecuatie. A doua parte a enuntului conduce la modificarea configuratiei initiale, ceea ce
genereaza o a doua ecuatie, care nu este echivalenta cu prima. In acest mod, este
generat modelul problemei, descris printr-un sistem de ecuatii si obtinut ca descriere a
contextului in doua ipostaze diferite. De aceea, aceasta este o problema dinamica.

Problema anterioara se exprima printr-un sistem de doua ecuatii. Ecuatiile/
sistemele ca atare (cu multimea de solutii data de formula de rezolvare) sunt probleme
statice, chiar dacd, pe parcursul rezolvarii, acestea se simplifica prin transformari
echivalente. Tot printr-o ecuatie/ sistem de ecuatii se exprima si problema urmadtoare,
dar aceasta este o problema statica:

Ann si Betti au impreuna 10 acadele, dar Betti are cu doud mai multe decat Ann. Céte
acadele are Betti?

A)8 B)7 C)6 D)5 E)4

In problemele care genereazd ecuatii sau sisteme de ecuatii, modelul problemei
poate fi generat n urma unor transformari (de tipul: transformare geometrica,
deplasare in plan sau in spatiu, proiectie, desfasurari de corpuri geometrice, modificari
de altd natura ale contextului initial), sau poate fi obtinut prin descrierea contextului dat.
In prima situatie, avem o problema dinamica, in timp ce in a doua situatie problema
este statica.

4.3. Probleme de geometrie

Pliez o foaie de hartie patratd in patru, o decupez ca in figurd si apoi o
destac. Ce obtin?

] <> <> <>
0 O O <
] <
A) B) C) D) E)

Aceasta este o problema dinamica: chiar daca nu realizam practic impachetarea
si despachetarea hartiei, rezolvarea se face doar prin imaginarea modului in care se fac
aceste operatii. Deplasarea sau schimbarea pozitiei, chiar si in gand, a unei configuratii
geometrice, caracterizeaza problemele dinamice.

Nu orice problema de geometrie este, insa, dinamica. Sa analizdm urmatorul
exemplu.

In patrulaterul ABCD, diagonala BD este bisectoarea
unghiului ABC si AC=BC. Stiind ca m(<BDC)= 80° si
m(<ACB)= 20°, atunci m(<BAD) este:

A) 90° B) 100° C) 110° D) 120° E) 135°.

| (

Desigur, aceasta problema se rezolva prin completarea configuratiei initiale cu noi
date (masurile unora dintre unghiurile de pe figura). Aceasta completare nu este, insa, o



60 Mihaela Singer and Cristian Voica

modificare a contextului initial al problemei si nici nu are loc o deplasare a acestei
configuratii. De aceea, problema anterioara este statica.

4.4. Probleme care conduc la un model figural

Scufita Rosie are in doud cosuri cate 10 placinte, cu mere si cu brénza. Bunicuta a luat
cateva placinte din primul cos, iar din al doilea cos atatea placinte cate au mai ramas in
primul cos. Cate placinte are acum Scufita Rosie?

A5 B) 10 C) 15 D) 20 E) 25

In rezolvarea acestei probleme, elevul transforma modelul initial, care implica
doud cosuri, intr-un model care implicd doar un cos. Practic, rezolvarea problemei are

loc dupa schema urmadtoare:
10 10

Ca urmare, aceasta este o problema de tip dinamic.

Problema urmdtoare presupune de asemenea un rationament logic (neglijarea
unor date nerelevante) si o regula aditiva de rezolvare. Ea este insa o problema staticd,
deoarece nici enuntul, nici rezolvarea nu presupun evolutie sau schimbare.

In sald sunt 6 mese cu céte 4 scaune, 4 mese cu cite 2 scaune si 3 mese cu céte 6
scaune. Cate mese sunt?
A) 40 B) 25 C) 50 D) 36 E) 13

In rezolvarea acestei probleme, este necesara imaginarea configuratiei (repartitia
obiectelor din problemd intr-o diagrama). Efectuarea directd a operatiilor sugerate
conduce la un raspuns eronat.

4.5. Probleme in care se completeaza date intermediare

Sa comparam urmatoarele probleme:
1. Gradina dreptunghiulara a familiei Green are suprafata de leaume
30 n? si este impdrtitd in trei parcele dreptunghiulare. | 2 m g
Parcela cu flori are 10 n. Care este suprafata parcelei cu
legume?

&)
OO

O O @ 2. Ce numar inlocuieste x, daca triunghiul este completat cu

@ OO numere dupd o requld fixa?
@ O @@@

flori

£
capsuni o
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Cele doua probleme se rezolva prin completarea configuratiilor initiale cu noi date
numerice. Dar, in timp ce pentru prima problema se aplica succesiv doar formula de arie
a dreptunghiului, in rezolvarea celei de-a doua probleme are loc un rationament de tip
inductiv, care presupune identificarea de analogii si formularea unor ipoteze plauzibile.
De aceea, prima problema este statica, iar a doua problema este dinamica.

4.6. Probleme care necesita transferul intr-o alta
dimensiune A

Cubul din imagine are latura de 12 cm. Furnica Ann se plimba pe
suprafata cubului, din A in B, pe ruta indicata. Cat de mult merge? B

Aceasta este o problema dinamica. Dinamismul nu este dat
de miscarea la care se refera enuntul (problema putand fi enuntata: care este lungimea
drumului marcat pe figurd? ), ci de proiectia plan-spatiu necesara in rezolvare si de
transformarile succesive pe care le facem pentru a rezolva problema. Aceste
transformari pot fi facute mental, desenele care urmeaza fiind doar un mod de a pune in
evidenta explicit pasii de gandire:

A ;n:>l—f — ‘n‘

Un caz particular al problemei anterioare este dat de urmatorul
enunt:
Pe cubul din figura alaturata, care are muchia de 12 cm, punctul M
este mijlocul unei laturi. Care este lungimea drumului marcat pe
figura?

A

In acest caz, problema este statica, deoarece se poate rezolva prin insumarea
unor lungimi de segmente.

4.7. Probleme cu model ciclic

De la prénz pénd la miezul noptii, Inteleapta Pisicd doarme sub castan, iar de la miezul
noptii pand la pranz ea povesteste pisicutelor intampldri din tinerete. Pe tulpina
castanului este inscriptionat: acum doud ore, Inteleapta Pisica facea acelasi lucru pe
care il va face si in ora urmatoare. Cite ore pe zi este adevarata inscriptia?

Orice incercare de rezolvare a acestei probleme presupune imaginarea unui
model de tipul urmator.
Pe cadranul unui ceas, pe care sunt marcate cele 24 de ore dintr-o zi, deplasdm un
cursor (marcat, pe figura de mai jos, printr-o sageatd), care acopera un arc cu /ungimea
de 3 ore. Raspunsul la problema se obtine prin identificarea pozitiilor cursorului, pentru
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care acesta se afld in totalitate intr-una din cele doud 24/0
jumatati ale cadranului (delimitate pe figura de diametrul
punctat).

Acest model arata ca problema enuntata este
dinamica. Observam ca modelul problemei este unul ciclic,
exprimarea orelor zilei fiind un exemplu de calcul in grupul
aditiv al claselor de resturi modulo 24. Incadrarea
problemei in categoria corecta, din punct de vedere
cinematic, este, de fapt, cheia in rezolvarea acesteia.

12

Tot de tip ciclic este si urmatoarea problema:
Furnicuta Cuta lucreaza 4 zile la rénd si se odihneste in a 5-a zi. Ea tocmai s-a
odihnit luni si a inceput lucrul marti. Dupa céte zile se va odihni iar luni?

Ne putem imagina modelul acestei ultime probleme sub diverse forme:
parcurgerea cu pasi de lungimi diferite (aici, 5, respectiv 7) a unei distante; angrenaj de
doua roti dintate (una cu 5 dinti, cealalta — cu 7 dinti) etc. Fiecare dintre aceste modele
sugereaza ciclicitatea, de aceea problema este de tip dinamic.

Mai general, putem spune ca problemele care conduc la considerarea celui mai
mic multiplu comun a doua numere pot fi intr-una din urmatoarele situatii. Problemele
sunt de tip static, atunci cand contextul este algebric, adica este vorba despre calculul
CMMMC a doua sau mai multe numere date. Daca problema presupune un model ciclic,
adica necesita o reprezentare de tipul celor descrise mai sus, atunci aceasta este
dinamica.

5. Concluzii

Anterior am vazut ca problemele pot fi clasificate in functie de natura lor
cinematica, iar corecta lor clasificare induce cai de rezolvare optime. O scurta explorare
in istoria matematicii arata ca natura cinematica a conceptelor este importanta, dincolo
de solutionarea unor probleme scolare. Astfel, in momentul aparitiei lor, majoritatea
conceptelor matematice au avut o abordare de tip dinamic. Cateva exemple, date in
continuare, intaresc aceasta idee.

Grupurile au fost gandite initial ca grupuri de transformari geometrice. Vectorii au
aparut din fizica, ca modalitate de explicare a miscarii. Integrala presupune un proces
de aproximari succesive ale ariei unui domeniu plan. Limita presupune, de asemenea,
imaginarea modului de variatie a termenilor unui sir sau a unei functii - si exemplele ar
putea continua.

Analizand diferite manuale, activitati ale profesorilor, probe date la concursurile si
examenele scolare, se constata o predilectie pentru utilizarea problemelor statice, cele
dinamice aparand de reguld ca depozitare ale unor capcane, menite sa scoatd in
evidenta elevii de performanta.

Pe de alta parte, analiza problemelor releva ca, pe masura ce elevul avanseaza ca
nivel de scolaritate, problemele de tip dinamic propuse acestuia devin din ce in ce mai
rare. Existd tendinta unei abordari statice inclusiv pentru acele notiuni care nu pot fi
conceptualizate decat printr-un demers dinamic. De exemplu, la geometrie, se preferd
contemplarea unui desen in locul manevrarii unor corpuri geometrice; transformarile
geometrice au disparut aproape complet din programele scolare, iar masurarea, care ar
presupune in mod normal activitdti efective, se reduce la calcule statice. Concepte ca
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limita unui sir sau integrala definita si-au pierdut caracterul dinamic, devenind simple
reguli de calcul.

Deoarece apar mai rar, problemele dinamice sunt percepute de cdtre elevi ca
fiind mai dificile. Psihologia aratd insd ca legaturile si conexiunile intre concepte devin
efective doar atunci cand exersarea este de tip dinamic. De aceea, o echilibrare a
raportului static-dinamic poate contribui la imbunatatirea performantelor scolare.

De exemplu, cazul analizat anterior, referitor la CMMMC, arata ca diferentierea
static-dinamic poate sugera o modalitate adecvata pentru a introduce aceasta notiune:
se porneste de la probleme dinamice, a cdror rezolvare se poate face practic, prin
explicitarea modelului, apoi se determina multiplii primului numar, ai celui de-al doilea
numar si multiplii comuni si in final se prezinta o modalitate de calcul.

Sensibilizarea profesorilor in legatura cu existenta unei clasificari de tipul celei de
fata le-ar permite acestora sa isi orienteze demersul didactic si sa isi dozeze proiectarea
activitdilor desfasurate la clasa.

In cadrul acestui studiu, am analizat raspunsurile elevilor la problemele propuse
la concursul Cangurul, din perspectiva static-dinamic. Datele statistice de care dispunem
si analiza facuta ne-au condus la considerarea urmatoarei ipoteze: exista o predispozitie
a elevului pentru un anumit tip de problema. Daca aceasta ipoteza se va confirma, ea
poate conduce la evidentierea unui anumit profil al inteligentelor elevului, structurat in
functie de categoriile de continut si de meta-continut descrise anterior.
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LEARNING VECTOR SPACES

Abstract. The concept of vector space is one of the most important concepts in
mathematics. It is not important only for itself, but also for the fact that the
understanding of the vector spaces is fundamental in order to learn a large humber of
other concepts.

Although the direct proportionality (and, consequently, the linearity) seems to be one
of the most accessible models for the human mind, we drawn the conclusion that the
undergraduate students have difficulties in learning linear algebra. In our paper, we
reveal some of these difficulties and we try to understand why they occur.

We find that there is a type of asymmetry in representing and proving the fact that a
given system of vectors spans the vector space, versus its linear independence
property. While the former is better explained geometrically, for the latter the students
prefer the numerical approach.

Another remark is that the students can easily represent geometrically properties of
vector spaces of dimensions two or three, but they have some difficulties in
representing and operating with vectors on a line.

These remarks could help the lecturers improve their teaching: general facts from
linear algebra are better understood using geometrical examples in dimension two or
three.

1. Introducere

Proportionalitatea directa pare sa fie unul dintre modelele cele mai accesibile
pentru mintea umana. Studii recente (de exemplu, [1], [3] si [7]) arata ca exista o
tendinta naturald a elevilor, a studentilor si chiar a adultilor sa identifice si sa aplice
preponderent modele liniare, adica sa interpreteze variatii diverse prin intermediul
proportionalitdtii directe. Autorii citati denumesc aceastda predispozitie lusion of
linearity.

In matematicd, algebra liniarda este una dintre disciplinele fundamentale ale
matematicii actuale, deoarece ea are multiple legaturi cu majoritatea domeniilor de
studiu: liniaritatea apare in algebra, geometrie, analizd, mecanicd, economie,
informatica, fizica, etc. In fiecare dintre aceste domenii, liniaritatea intervine in mod
diferit: in algebrad furnizeaza un exemplu de structura (spatiul vectorial), in geometrie
este necesara in introducerea unor concepte (spatiu afin sau euclidian), iar in
informaticd este un instrument de lucru (procesarea vectoriald a imaginilor). Aceasta
diversitate ar trebui sa se reflecte in reprezentari mentale variate ale conceptelor care
intervin, adaptate domeniului specific de studiu.

Existenta unei perceptii primare a liniaritatii, precum si faptul ca algebra liniara
este invocata in majoritatea cursurilor universitare, inca din anul I, ar putea conduce la



Learning vector spaces 65

ideea ca spatiile vectoriale reprezinta una dintre cele mai accesibile teme din
matematica.

Contrar acestei perceptii, constatam cg, la sfarsitul studiilor, relativ putini studenti
au cunostinte (chiar vagi!) de algebra liniara. Mai mult, studentii care cunosc definitii
sau rezultate asupra liniaritdtii nu au decat reprezentdri unilaterale ale notiunilor
vectoriale.

Studiul nostru si-a propus initial sa identifice dificultdti in intelegerea de catre
studenti a notiunilor de algebra liniard. Ulterior, am inceput sa fim interesati si de modul
in care studentii reusesc sa isi formeze reprezentari multiple ale unor concepte. Mai
precis, ne-a interesat corelatia intre reprezentarea algebrica/ abstractd a notiunilor de
vector, independentd liniara si baza, si, respectiv, reprezentarea geometrica a acelorasi
notiuni. In aceasta lucrare, prezentam rezultatele si concluziile la care am ajuns pana
acum.

2. Metodologie

Pentru a obtine informatii despre modul in care studentii au inteles notiunile de
algebra liniara, am procedat in douda moduri. Mai intai, am adresat chestionare unor
studenti din anii II si IV/V de la Facultatea de Matematica si Informaticd a Universitatii
din Bucuresti. Chestionarele au cuprins urmatoarele 6 intrebari.

1. In ce moment (clasa/an de studii/curs) ati auzit pentru prima data despre
spatii vectoriale?

2. Scrieti cinci elemente ce tin de matematica din liceu, despre care credeli ca
sunt utile in studiul spatiilor vectoriale.

3. Atli invatat despre spatii vectoriale la diferite cursuri din anul I. Ati mai folosit
s/ ulterior aceste notiuni? Daca da, precizati unde.

4. Daca nu ati retinut nimic despre spatiile vectoriale, scrieti mai jos NU si treceti
la intrebarea urmatoare. Dacd va mai amintiti céte ceva, scrieti cel mai
important rezultat (enunt) pe care il mai stifi.

5. Daca ati fi in situatia de a preda un capitol de spatii vectoriale, cu ce anume
ati incepe? (Adicd ati porni dinspre geometrie, algebrd sau mecanica?)

6. Urmadtoarele propozitii se referd la dificultati posibile in intelegerea spatiilor
vectoriale. Bifati-le pe acelea despre care credeti cd se potrivesc in cazul
vostru:

(a) nu am avut suficiente exemple;

(b) nu am inteles utilitatea spatiilor vectoriale;

(¢) spatiile vectoriale au fost predate la mai multe cursuri si s-au schimbat
notatiile;

(d) nu am stiut sa fac eu singur/singura aplicatii;

(e) au fost prea multe rezultate si nu am avut timp sa le aprofundez;

(f) alt motiv, si anume...

Ulterior, am selectat 9 studenti din anii terminali, cdrora le-am luat interviuri
(inregistrate audio), privitoare la tematica studiatd. In general, interviurile au vizat
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reprezentarea geometrica a unor notiuni precum: combinatie liniara, dependenta liniara,
baza.
In total, au participat la diferite forme de interactiune 84 de studenti.

3. Rezultatele studiului

3.1. Analiza chestionarelor

Raspunsurile la chestionare sunt interesante din doua perspective. Pe de o parte,
am obtinut informatii despre ceea ce au inteles studentii privitor la spatiile vectoriale sau
despre dificultatile lor in invatare. Pe de altd parte, raspunsurile studentilor la unele
dintre intrebari pot constitui puncte de reper in imbunatatirea metodelor de predare.

Am constatat cd, pe masurd ce se indepdrteaza de anul I, studentii par sa isi
aminteasca din ce in ce mai putine rezultate/enunturi privind spatiile vectoriale: daca
studentii din anul II (care folosesc inca frecvent, la diverse cursuri, notiunile respective)
pot enunta rezultate sau definitii relativ corecte, majoritatea studentilor din anii IV/V
raspund MU la intrebarea 4 din chestionar. Aceasta arata ca dificultatile initiale de
intelegere a notiunilor de algebra liniara au determinat uitarea completd a acestora. Este
relevant urmatorul raspuns: Am retinut, dar foarte vag si nu pot sa reproduc.

Dificultatile in invatare cel mai frecvent mentionate de catre studenti evidentiaza
dualitatea rezultate prea multe — exemple prea putine. Este posibil ca aceste dificultati
sa aibda mai multe cauze, de aceea am reluat intrebarile pe aceasta tema si in interviuri.

In general, cursurile academice tind s3 epuizeze subiectul propus. Un astfel de
curs poate parea prea stufos studentului din anul I, care nu are abilitatea sa faca o
selectie a rezultatelor cu adevdrat importante. De aceea, modul in care studentul isi
prelucreaza informatia devine esential in facultate. In plus, invatamantul liceal dezvolta
insuficient capacitatea elevului de a-si gasi singur exemple sau contraexemple relevante
pentru sustinerea propriilor idei. Urmatorul comentariu la intrebarea 6 este sugestiv.

Lidia (anul II): Daca ar exista vreun motiv, atunci ar tine de modul in care imji

structurez si prelucrez informatia si nu de modul in care aceasta a fost prezentatd

si exemplificata.

3.2. Interviurile

Prelucrarea interviurilor cu studentii a furnizat informatii asupra modului in care ei
isi reprezintda mental conceptele de algebra liniard, precum si motivatii ale dificultatilor
lor in invatare.

Stilul diferit de predare intre liceu si facultate poate provoca un adevarat soc
proaspatului student (analizat, de exemplu, in [6]). De aceea, este posibil ca unele
notiuni invatate in anul I de facultate (spatiile vectoriale, de exemplu) sa fie mai greu
intelese, deoarece studentii se acomodeaza cu dificultate modului diferit de predare.
Aceasta schimbare este deseori invocatd, atat in teste, cat si in interviurile realizate:

Andrei (anul V): Abia prin anul II am realizat ca problema era de fapt diferenta
dintre matematica de liceu si cea de la facultate si anume: liceu — 30%-teorie,
70%-probleme, facultate — 70%-teorie, 30%-probleme (aproximativ). Ar trebui
mai multa atentie din partea profesorilor fata de studentii din anul 1, pentru ca
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acestia au nevole de o bunad bucata de timp ca sa se acomodeze cu noul stil de
predare.

Renuntarea la desen, ca mod de transmitere sau de concretizare a informatiei,
este considerata de catre studentii intervievati ca principal factor ce influenteaza negativ
intelegerea. De fapt, desenul faciliteaza formarea unor reprezentari multiple ale
conceptelor, in sensul dat de H.Gardner [4]. Urmatoarele comentarii sunt relevante.

-Sunt utile spatiile vectoriale? Sau se fac degeaba? Le-ai mai intalnit si la alte
materii?

Alexandru (anul 1V): - Le-am intdinit, dar... ce voiam sa va spun: eu in anul I
chiar nu am inteles la spatii vectoriale...

-Dar care e motivul pentru care nu ai inteles?

-Nu puteam, am fost invatat in liceu cu altfel de geometrie si aici, de exemplu,
primele doua luni nu ni s-a facut absolut nici un desen. (...) Cred cd dacd mai si
vezi ce scrie, intelegi mai bine, nu stiu... De exemplu noi in anul I nu prea am
facut grafice, chestii din astea sau... totul se facea pur algebric.

Mariana (anul 1V): Ar fi fost bine sd ni se explice asa, cu desene... ca eu, de
exemplu, nu stiu sd desenez, nu stiu... Asta ar ajuta, deoarece retii mai bine ceva
cand vezi figura decat dacd sunt de teorie...

Ne-am putea astepta ca studentii sa poata face singuri legatura intre notiunile de
algebra liniard (cum ar fi dependenta si independenta liniara) si operatiile cu vectori din
plan sau din spatiu, exersate, de exemplu, la orele de fizica din liceu. Astfel, ei ar putea
sa isi formeze reprezentari multiple ale acestor notiuni. Pentru a verifica aceasta ipoteza,
am adresat studentilor intervievati intrebari de tipul: Da un exemplu de spatiu vectorial.
Deseneaza in plan/spatiu o baza (sau un sistem liniar independent sau un sistem de
generatori). Cum justifici?

In general, studentii intervievati au putut enunta o definitie (cel putin
aproximativa) a spatiului vectorial. Unii dintre ei au folosit un limbaj preponderent
algebric:

Madalina (anul 1V): Deci (spatiul vectorial, n.n.) e o multime inzestrata cu doud

operatii, una interioara si una exterioara ... cu operatia aceea interioara trebuie

sd formeze grup si operatia exterioara trebuie sd aiba anumite proprietati,

Steluta (anul 1V): Pai operatiile... deci facem sumd de vectori, inmulftire cu

scalari...

Atunci cand am solicitat acest lucru, studentii intervievati au putut descrie
(geometric) operatiile cu vectori si au explicat structura de spatiu vectorial a vectorilor
din plan/spatiu:

M&d&lina (anul IV): Incerc s§ imi dau seama ce
inseamna suma vectorilor... este diagonala
paralelogramului determinat de ei (fig. 1).

Fig.1.
Desenul facut de Madalina.
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A
; by e Daniel (anul 1V): Vectorul 3e; e tot un vector, care s-ar
@ ) reprezenta de-a lungul dreptei suport a vectorului e, cu
RSN / lungimea egala de trei ori lungimea lui (fig.2).
< )
o i ey v

Fig.2.
Desenul facut de Daniel.

Dificultatile au aparut atunci cand studentii au trebuit sa justifice geometric
proprietati ale unor sisteme de vectori.

In demonstrarea faptului c& mai multi vectori formeaza sistem de generatori,
studentii sunt constienti ca este nevoie sa descompuna un vector dat dupa directiile
vectorilor din sistem.

Ezitarile sau confuziile lor se manifestd in modurile descrise mai jos.

a) Unii studenti folosesc doar descompuneri prin proiectii ortogonale; pentru ei, bazele
pot fi doar sisteme ortogonale (sau chiar ortonormate) de vectori.

- Dar alte baze in afara de dia doi vectori pe care i-
ai pus acolo (n.n. versorii axelor) mai ai pentru
plan?

- Raluca (anul 1V): Cred c@ si dsta... dsta cu asta.
(n.n. Este vorba despre versorii bisectoarelor, v. fig.

3.)

- Sd inteleg cd sunt tot vectori perpendiculari? Fig.3.

- Da. Raluca a desenat doud
- Si baze... in orice baza ai doi vectori, pentru plan?  baze ortonormate.

- Da.

- Si musai sunt perpendiculari?

-..cred cd da...

- Si musai de lungime unu, asa cum par sa ii fi pus acolo?

- Cred ca da.

Predispozitia studentilor pentru baze ortonormate poate fi explicata prin utilizarea
limbajului algebric (in sensul folosit de Hillel, [5]) in predarea spatiilor vectoriale. Mai
precis, Hillel identifica trei limbaje utilizate in algebra liniara: /imbajul abstract, limbajul
algebric i limbajul geometric.

In Universitate, algebra liniard este predata mai intai la cursul de Geometrie,
unde spatiile vectoriale sunt folosite ca instrument pentru introducerea spatiilor afine
sau a celor euclidiene. De aceea, limbajul folosit de reguld la curs este cel algebric,
adica se utilizeaza in mod curent lucrul cu coordonate din R".

Ca o consecinta, am constatat cd, atunci cand trebuie sa argumenteze
proprietati exprimate in alt limbaj (de exemplu, in cel geometric), studentii prefera sa
exprime configuratia data in limbaj algebric. Un exemplu este prezentat in figura 4.
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Fig. 4.

Desenul facut de Steluta (anul IV) pentru a
explica de ce versorii axelor de coordonate
formeaza o bazd in R>.

O alta posibila explicatie este legata de modul in care sunt predate notiunile de
algebra liniard in liceu. De reguld, se trece rapid de la reprezentarea geometrica a
vectorilor, la reprezentarea acestora in coordonate carteziene. Folosirea bazei canonice
{i, J, k} simplifica lucrurile pe moment, dar le creaza elevilor impresia ca aceasta este
unica baza posibila. Studentii afirma ca liceul le-a format cele mai solide convingeri
matematice; este posibil ca aceste cunostinte sa le influenteze modul de percepere a
conceptelor si in facultate, in ciuda aparitiei unor noi modele de gandire.

Daniel (anul 1V): Evident (ma géndesc la perpendicularitate, n.n.) deoarece
cunostintele pe care le stapdnesc cel mai bine in domeniul geometriei sunt cele
din liceu... Si in liceu stiam ca orice vector din spatiu as putea sd il reprezint in
functie de cele 3 coordonate, care erau perpendiculare 2 cate 2,

b) Alti studenti reusesc sa faca descompuneri (cu regula paralelogramului) doar in cazul
in care vectorii au 0 anumita pozitie.

De exemplu, Daniel (anul IV) nu reuseste sa descompuna vectorul v din figura 5
dupa vectorii e; si e, alesi de el ca baza. (Pe figura, notatiile vsi & au fost adaugate de
noi, pentru mai multa claritate.) Initial, Daniel crede ca, pentru descompunerea acestui
vector, este nevoie sa roteasca baza data:

s =
-Cred cd este posibil daca facem ! s
. Y : o
anumite transformari ale bazei... o % )
. :

rotatie ... si atunci am putea sa
descompunem... ;

P G

o

Fig.5.
Desenul facut de Daniel pentru a
descompune vectori dupa directii date.

Ulterior, dupa desenarea vectorului &, Daniel revine si reuseste sa faca si
descompunerea lui v.
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-Ma géndesc ca si asa se poate face... si avem vectorii aici... unul aici ... si acesta
este ez, dar cu minus ... si avem tot regula paralelogramului...

Suntem aici iIn prezenta unei fixatii a
reprezentarii prin desen, de acelasi tip cu cele A\
intalnite la elevii din scoala generald: unii elevi i \
din clasele a VI-a — a VII-a percep triunghiul \V
dreptunghic, rombul sau trapezul doar daca sunt
desenate ca in figura 6.

Fig.6.
Desene standard ale unor figuri
geometrice.

Alte intrebari au vizat studiul /iniar independentei unor vectori, exprimat in limbaj
geometric.

a) De fiecare datd cand sunt date argumente corecte si complete, acestea tin de
reprezentarea algebrica a notiunilor; studentii prefera sa exprime liniar (in)dependenta
prin intermediul sistemelor, determinantilor sau rangului unei matrice.

Felicia (anul 1V): Este baza, pentru cd putem demonstra in mai multe feluri.
Putem demonstra algebric ca este liniar independenta si stim ca dimensiunea
spatiului este doi.(...) Trei vectori sunt liniar independenti daca luand... rezolvand
sistemul a ori primul vector plus b ori al doilea vector plus c ori al treilea vector
egal cu zero, rezulta automat ca a, b si ¢ sunt zero. (...) Sau ... C3 sunt liniar
independenti... nu, acum ma gandeam la determinant... cd ei puteau sd fie
asezati intr-un determinant ... Un determinant, da... si trebuia sa aibd rangul...
liniar independenti... trebuia sa aiba rangul maxim. Deci rang trei, Determinant
diferit de zero.

b) Majoritatea studentilor intervievati nu au putut insa furniza justificari coerente privind
liniar independenta a doi vectori din plan, sau a doi/ trei vectori din spatiu.

Atunci cand studentii dau o oarecare justificare, formularea tre/ vectori sunt liniar
dependenti, dacd unul dintre ei se poate scrie in functie de ceilalfi doj, tine loc de
argument. Din pacate, ei se incurca in explicarea a ceea ce inseamna in functie de...:

Madalina (anul 1V): Daca am trei vectori, in plan, cred ca pe unul pot sa il scriu in
functie de ceilalti doi, Pai asta incercam sa md gandesc, cum pot sd il scriu ... ca
suma... de vectorii astia doi.

Am constatat ca justificarile in limbaj geometric, date pentru liniar independenta
unor vectori, sunt mult mai ambigue decét justificarile date, in acelasi limbaj, pentru a
arata ca mai multi vectori formeaza un sistem de generatori.

O posibila cauza este faptul ca vectorul nul este prea putin inteles si folosit: acest
fapt pare sa fie de aceeasi natura cu aparitia tarzie a numarului 0 in matematica.

O alta cauza poate fi diferenta ce tine de logica matematica, diferenta care apare
intre definitile celor doud concepte: in timp ce liniar independenta presupune
cuantificatorul universal, deci conduce la demonstratie, sistemul de generatori este
definit cu ajutorul cuantificatorului existential, ceea ce conduce la exemplificare.
Argumentarea geometrica este si ea de natura diferitda. Pentru a justifica daca mai multi
vectori formeaza sistem de generatori, trebuie sa descompunem un vector dat dupa
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vectorii din sistem, conform definitiei. In justificarea liniar independentei, este nevoie
insd de o prelucrare prealabild a definitiei, adicd de un rationament de natura atat
logica, cat si algebrica. Poate cad aceasta transformare (exprimata de studenti, in
interviuri, doar prin formulari aproximative), este cea care determina dificultatile de
argumentare in limbaj geometric. Mentionam ca toate argumentele de natura algebrica,
date de catre studenti pentru liniar independenta unor vectori, folosesc definitia bruta, si
nu prelucrari echivalente ale acesteia. Atunci cand sunt totusi enuntate prelucrari ale
definitiei, acestea sunt vagi si incomplete.

In [2], Fischbein face distinctie intre intuitia primara si intuitia secundara. in timp
ce intuitia primara se dezvolta independent de orice instruire sistematica, ca efect al
propriei experiente, intuitia secundara se dezvoltd nu in mod natural, ¢i ca urmare a
interventiilor educationale. Studiile [1], [3] si [7], citate si in introducere, arata ca elevii
au o buna intuitie primara a liniaritatii. Metodele de invatare, mai ales din universitate, fi
impiedica insa pe studenti sa isi formeze o intuitie secundara profunda: intelegerea
conceptelor ramane doar la nivel declarativ.

Transformarea intuitiei primare (exprimata prin manevrarea naturala a
proportionalitdtii directe de catre copil) in intuitie secundara (adica sesizarea liniaritatii,
ca proprietate a unor contexte complexe) se realizeaza numai prin intelegerea
metodelor specifice algebrei liniare si aplicarea lor corespunzatoare. Rigoarea nu este
insa suficienta: unii studenti cunosc definitii formale de algebra liniard, dar nu le pot
folosi in situatii dintre cele mai simple.

Mariana (anul 1V): - (O bazd este, n.n.) liniar independenta si ... sistem de
generatori, Dar nu pot sa desenez baza, pot sa dau exemplu...

-Ta, da un exemplu de baza, atunci.

-NMu stiu, 0, 1...

-Aha, 0,1 asta e o baza... musai are doua elemente...

-Nu, trebuie sa fie egala cu ordinul elementului...

Credem ca, pentru formarea intuitiei secundare in algebra liniara, este necesar ca
studentii sa opereze cu reprezentari multiple ale conceptelor, atat algebrice, cat si
geometrice sau numerice.

4. Concluzii

Studiul realizat aratd ca trebuie acordata o mai mare atentie diversificarii
limbajului folosit in algebra liniara: este de preferat utilizarea atat a limbajului abstract
(folosit mai ales la cursurile de Algebra, unde spatiile vectoriale sunt privite ca exemplu
de structura), cat si a limbajului algebric (i.e. coordonate) sau geometric. Evidentierea
tuturor acestor aspecte conduce la formarea unor reprezentari multiple asupra
conceptelor, ceea ce ajutd studentul in intelegere. Ca urmare a acestei concluzii, autorii
intentioneaza sa isi structureze adecvat cursurile pentru anul I, acordand o mai mare
importanta corelatiei intre reprezentarile algebrice si cele geometrice ale proprietatilor
vectoriale.

O altd concluzie a studiului este faptul c3, in lipsa unei bune pregatiri de logica
matematica si de geometrie vectoriald, aparatul algebric (i.e. studiul matricelor si al
sistemelor de ecuatii) se dovedeste insuficient pentru conceptualizare in algebra liniara.
De aceea, atat curricula pentru liceu, cat si cea pentru facultate, trebuie sa fie adaptate
acestor nevoi de invatare.
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O a treia concluzie a studiului se referd la metodele de invatare din facultate.
Socul trecerii la un alt stil de interactiune profesor-elev poate fi atenuat prin promovarea
unei comunicari eficiente student-student sau student-profesor. Pentru aceasta, credem
ca sunt utile exercitii de tipul prelucrarii unor texte matematice, pentru extragerea
ideilor fundamentale, precum si diversificarea temelor adresate studentilor. Concret,
avem 1n vedere activitdti de alcdtuire a unor harti conceptuale sau propunerea unor
eseuri n care tema este de tipul: Enuntati rezultatul cel mai important al capitolului x si
aati cinci justificari pentru alegerea facuta. Pentru a facilita comunicarea intre studenti,
credem cd este util sa fie promovat lucrul in grup, atat in orele de seminar, cat si pentru
rezolvarea temelor.
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MODERN TECHNOLOGIES IN EDUCATION

Abstract. The IT domain represents a very important part in the process of
modernization of the Romanian educational system. The software tools for
mathematical calculus have become more and more involved in many areas of
teaching. Among these tools, Maple has an important role in solving mathematical
problems like: complex algebrical transformations and algebrical simplifications; it
computes finite and infinite sum and products, limits and integrals; it solves numerical
and analytic, algebric and transcendent systems of equations and inequations; it
provides the numerical and analytical solution of a system of ordinary differential
equations; the problems of linear programming, of combinatorics, of graph theory, of
Lie symmetries, and many others.

Modernizarea invatdamantului in zilele noastre este o componentda de bazd a
politicii educationale pentru pregatirea noilor generatii care au obligatia sa schimbe
destinele tarii. Elementele fundamentale ale invatamantului universitar din Romania sunt
bine conturate in mai multe acte guvernamentale, insa aplicarea lor in viata lasa mult de
dorit.

Problemele ce tin de starea actuald a sistemului de invatamant nu pot fi rezolvate
in afara procesului de informatizare a societdtji, in general, si a sistemului educational,
in special. Din aceste considerente Internet-ul si tehnologiile bazate pe aceasta inventie
remarcabild a secolului trecut devin o parte componentd a intregului sistem de
invatdamant. La randul sdu, un mediu informational nu poate fi creat de structuri
separate ci trebuie rezolvat prin consolidarea de forte comune a partenerilor la procesul
de modernizare a invatamantului, de unitatile de invatamant preuniversitar si universitar
cu traditii, de structurile regionale de invatamant, de edituri si cu ajutorul mijloacelor de
informare n masa.

In comunicare, pentru a minimaliza unele dintre deficientele de pregatire a tinerei
generatii (elevi si studenti) la Matematici, optdm pentru aplicarea in procesul de
invdtamant a sistemelor electronice de calcule matematice (SECM) bazate pe mijloace
moderne — calculatoare electronice — care, cu adevarat au revolutionat lumea. Intrucat
unitdtile de invatamant dispun de sdli amenajate cu mijloace tehnice moderne, acestea
trebuie folosite eficient nu doar la Informatica ci si in procesul de predare si a altor
discipline, cum sunt cele de matematica (algebra, geometrie, trigonometrie, ecuatii
diferentiale etc.), chimie, fizica, biologie, geografie si altele. Pe piatd, la ora actuala,
exista mai multe astfel de produse programate (soft-uri), unele cu platda (Derive,
Macsyma, CalculationCenter, Mathematica, Mathcad, Matlab, Maple etc.), altele — fara
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platd (Octave, Scilab, MuPAD, ExaMINATOR, Formula etc.), pe cand unele dintre cele cu
platd sunt accesibile pe Internet pentru folosinta cu scopul de a se convinge toata lumea
de eficacitatea lor in cele mai diverse domenii de activitate.

Sistemul Maple, dupa cum rezulta din multe publicatii, este soft-ul cu cea mai
mare reputatie mondiald dintre toate sistemele matematicii simbolice. Utilizatorii
sistemului Maple sunt in stare sa rezolve, practic, orice problema aparuta.

Exploatarea posibilitatilor retelei mondiale de calculatoare face ca invatdamantul,
in general, si cel romanesc, in special, sa devina mai deschis, mai efectiv, asigurand, in
felul acesta, tineretului din orice colt al tarii acces egal la sistemul de invatamant si, in
special, la noile tehnologii de transmitere a cunostintelor.

Maple, un soft interactive al firmei Waterloo Maple Inc., care la ora actuald
dispune de mai multe versiuni (Maple V, Maple 6-9 si recenta versiune Maple 10)
prezinta intr-o conceptie unitara transformarile si calculele matematice atat simbolice,
cat si numerice. Versiunea Maple V ruleaza liber pe Internet, doritorii oricand pot apela
la ea. Spre deosebire de limbajele de programare de nivel inalt (Fortran, Basic, C, Pascal
etc.), Maple rezolva multe probleme matematice doar prin apelare la comenzi, fara a fi
nevoie sa se compuna programe aparte.

Maple executa transformari si simplificari algebrice complexe; calculeaza sume si
produse finite si infinite, limite si integrale; rezolva numeric si analitic sisteme algebrice
(si transcendente) de ecuatii si inecuatii; calculeaza determinantii matricelor cu
elemente simboluri matematice; determinad toate raddcinile unui polinom; determind
numeric si analitic solutia sistemului de ecuatii diferentiale ordinare, precum si a unor
clase de ecuatii cu derivate partiale etc.

Maple cuprinde si pachete separate de programe pentru rezolvarea diferitelor
probleme din algebra liniard si cea tensoriala, din geometria euclidianad si cea analitica,
din teoria numerelor, din teoria probabilitatilor si statistica matematicd. Maple este de
neinlocuit in aproximarea numerica, la rezolvarea problemelor de programare liniara
(metoda simplex), precum si la rezolvarea multor probleme ce tin de combinatorica, de
teoria grafurilor, de simetriile Lie, de logica matematicd, de campurile Galois, de
probleme ortogonale, de finante etc.

Sistemul Maple, pe langa toate facilitdtile indicate mai sus, “poseda” si un limbaj
interactiv propriu de programare, ceea ce 1i permite utilizatorului sa creeze de sine
statator comenzi si, in felul acesta, sa extinda posibilitatile acestui sistem pentru
rezolvarea multor probleme speciale. Editorul de texte si splendidele mijloace grafice
permit sistemului Maple definitivarea profesionala a lucrarilor indeplinite.

Scrierea unui program in Maple este foarte simpla, fiind vorba doar de aplicarea
unor comenzi formate din termeni uzuali din vorbirea curentda. Complexitatea
programelor si procedurilor depinde numai de utilizator, deoarece peste 80% din miile
de comenzi Maple sunt de fapt programe Maple. Programele Maple pot fi modificate si
extinse in asa fel incat sa ofere utilizatorului solutiile optime ale problemei in cauza.

Multe dintre temele abordate in comunicare au fost primite cu entuziasm de elevi
si studenti. Astfel, prof. gr.1 Veronica Marin si prof. gr.1 Ionel Marin, fiind incurajati de
Adela Povarna (Inspectoratul scolar din judesul Arges), au tinut ore la matematici cu
elevii Grupului Scolar Industrial CCF si Colegiului Tehnic Dimitrie Cantemir din Pitesti;
conf. univ. dr. Ileana Armeanu (Universitatea de Stiinte Agronomice si Medicind
Veterinara din Bucuresti), a tinut cursul si lucrarile practice la disciplina Matematica si
Informatica, acordand prioritate SMC Mahtcad; prof. univ. dr. Dionis Lica — cu studentii
facultatii de Biotehnologii la disciplina Matematica si Biostatistica din cadrul aceleasi
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universitatii; conf. univ. dr. Gheorghe Capatana (sef catedra Tehnologii de Programare
de la Universitatea de Stat din Chisindu) — cu studentii facultatii de Matematica si
Informatica; prof. univ. dr. Maria Micula (sef catedra de Stiinte exacte de la
Universitatea de Stiinte Agricole si Medicina Veterinara din Cluj-Napoca) — cu studentii
facultatii de Agricultura, conf. univ. dr. Nicolae Objelean (sef catedra Economie
Cibernetica de la Universitatea Agrara de Stat din Chisindu) — cu studentii facultatii de
Economie si Management, asist. univ. drd. Narcisa Teodorescu (Universitatea Tehnica
de Constructii din Bucuresti) — in cadrul referatelor de la doctorat.
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SOME THEOREMS ON AND APPLICATIONS OF PRIME NUMBERS

Abstract: A list of the main results on the prime numbers, which can be approached
using elementary methods, is presented. Some of the examples can be used as
generative problems for lower secondary and higher secundary schools.

Definitie. Numim numar prim orice numar natural p, p=2, care are ca divizori doar +1,
+p.

Exemple. Numerele 2, 3, 5, 7, 11, 13 sunt numere prime, in plus 2 este singurul numar
natural par prim.

Teorema lui Euclid [1]. Multimea numerelor prime este infinita.

Demonstratie [1]. Presupunem cd multimea P a numerelor prime este finitd; exista
deci un numar natural nincat P = { ps, ps ...... , P} Fie N = p; p> .....p+1 si, cum
M>1, exista p numar prim incat p| N. Deoarece p € P={ p;, ps, ...... , Pn}, avem p| 1,
contradictie cu faptul ca p este prim.

Teorema lui Fermat [1]. Dacd p este un numér natural prim si a este numar intreg
incét (a, p) = 1, atuncia* =1 (mod p).

A A A ~

Demonstratie (conform [2]). Fie Z, —{6} =41, 2, 3, ..... p-1}; cum pe prim, Z,nu

A A N A

are divizori ai lui 0, deci elementele: a-1, a-2, a 3, ...... , @ p—1sunt distincte.
Avem relatiile

A A

al=igy..ap-1=ipy (al)(a2)...(ap-1)=1iyisr..-ipy
adica

A ~ A

(@aP) (1,2,3,.cp=1)=7071" 02 wuiipy
deci

aPl =1 sau a?’= 1 (mod p).
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Aplicatii ale teoremei lui Fermat

1. Sa se arate ca, daca a este un numar intreg si este prim cu 35, atunci
E=(a’ 1)(a*+15a2+1) : 35.

Solutie.
(a, 35) = 1,deci (g,5) =1, (3, 7) =1.
Daca
(@ 5)=1=a=1(mod5) a1 5F: 5 (1)
E se mai scrie
@-D[E +& + 1) + 145] = (@-1)(G + & +1) + 14 (d-1) =
= (& +1) (&-1) (@ +&+1) + 145(a"-1) = [(F+1)(&-1)+14 F(E*-1)] 7 (2)

Din (1) si (2) rezults £: 35.
2. G3siti numérul prim p astfel incdt Eqy = 57 +1 s& fie divizibil cu p?.

Solutie. Scriem
Ep=5(5""-1) + 6 = 5[(FF*-1] + 6

Cum (5P2)PH-1: (5P7)-1, iar 577 — 1 = 0 (mod p) si £, trebuie s3 fie divizibil cu p,
rezultd 6 = 0 (mod p), adica p nu poate fi decat 2 sau 3.

Dacd p = 2, 5° + 1 = 626 = 0(mod 4).

Dacd p = 3, 5°+1 = 0 (mod 9).

Deci p = 3.

Definitie. [3] Dat fiind un numar natural m, notam cu ¢, numarul de numere
naturale prime cum mai mici decat acesta; ¢, se numeste indicatorul lui Euler.

Observatii.

1. Calculul indicatorului lui Euler, conform [1], este dat de relatia

p(m)=m(1-L)(1-L)....(1-2),
unde p;, ps .....p;, reprezinta factorii primi din descompunerea Iui m conform teoremei

a,

fundamentale a aritmeticii: m= p*....... Yo

2. Calculul aceleiasi functii a lui Euler ¢, poate fi dat si de expresia :
o(m)=(pf - pi) (o5 - o577 )eenenn (057 = P77),
unde m= p - p2...... %7 (descompunerea in factori primi a lui m).

Teorema lui Euler. [2] Daca m este un numar natural neprim si a este un numar
intreg prim cum, atunci

a’™ =1 (mod m).
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Demonstratie (conform [2]) o
Stim ca, daca (a,m) = 1, (b,m) = 1, atunci a-b =0 (in Z,).

Fie sirul /), /75, /5, 0uuns /w(m) de numere naturale prime cu /7, mai mici ca /7, acestea sunt
singurele elemente din Z, — {0} ce nu sunt divizori ai lui 0 si orice element din

Figlyrlzpennee i) admite un invers.

Dacd a € {/y, 55, /5,eee- /(p(m) } nu putem avea a/, = 5@ férd sa avem /, =/,, neavand

divizori ai lui zero.

Avem
a-i=1i
a-h=1h,

Ul M) =1, VKk=1L2) @/ 8 iy = Ly s deCI

(s s peveened 1 )=1

Inmultind, avem (a‘”(’") - 1) byl ey = 0, deci (af”(’")) =1, adica

(a"’(”’) - 1) = 0(modm).

Observatie.

Pentru un numar prim, ¢, = card {1,2,.....,m1) = m-1, deci d™'= 1 (mod m),
astfel ca descoperim Teorema lui Fermat ca o consecinta a celei a lui Euler.

Teorema lui Wilson [2]. Daca m este un numar natural prim, atunci(m-1)!4+1 : m.

Demonstratie. (conform [2]) Dacd m e numar natural prim, Zm-{6}={i,§,....,g)—1}

contine m -1 clase, fiecare clasa avandu-si inversul in Z,-{0}.

Cum -1 e numar par, produsul 2-3-.......... - — 2 e format din clase si inverse
ale acestora, deci (m—-2)1=1

De aici (/7 -1)1=l-1=-1 sau (m-1)! + 1 =0 (mod m)

Exemple.
a) Pentru m=3, 3-1)!+1 =3 (:3)
b) Pentru m=5, (5-1)! + 1= 25 (:5)
Aplicatii.

1. S5 searate ci dacdp e prim sia®=b P (mod p), atuncia® = b P (mod p ?).

Solutie.
Fie p prim, p >2. Avem posibilitatile:
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I aipbip=ar p bPip=8-1
IT Daca nici g, nici b nu se divid cu p, atunci
af=za(mod p), bP= b (mod p),

(a-b) " p.

deci

Pe de alta parte:
ar-b’= (a-b) Z arkp*

pb?I= 0 (mod p) = b1 +1° 2b+b° 3p2+ ............ +6P 1= 0 (mod p)
a= b (modp) = &+ 2b+F > +........... +P1= 0 (mod p)
Deducem ca

p-1
Zap‘l"‘bk p=(a- b)Zap 1pf: p? = a” — bP =0(mod p?) = a” = bP(mod p?)

k=0

2. Ardtaticd N=51-58 5241 :576,

Solutie. Avem succesiv
576 = 25.3%, 5% =-3 (mod 2°), 5% =-33.5(mod 2°%),5% =-32.5%(mod 2°).
Putem deci scrie:
N = -33.543%52-5241 = 32.5(5-3) — 24 = 0 (mod 2°)

Cum @(3%) = 6si (5,3%) = 1, obtinem:

5 =1 (mod 3%)

51 =5%(mod 3?)

58 =52 (mod 3?)
deci

N= 442+2+1=9= 0(mod 3?),

adica V@ 2°-9 = 576.

Notiunea de numar natural prim este introdusa in gimnaziu, in clasa a V-a; tot in
gimnaziu se invata si descompunerea numerelor naturale in produs de puteri de numere
prime (teorema fundamentala a aritmeticii)

Deja la acest nivel se pot rezolva multe exercitii interesante legate de numerele
prime; din lucrarea de mai sus, calculul indicatorului lui Euler sau folosirea teoremei lui
Fermat pot fi facute chiar la nivel gimnazial, celelalte rezultate necesitand notiuni legate
de clasele de resturi, iar acestea se introduc mai tarziu.

Toate cele trei teoreme legate de numere prime au enunturi usor de retinut,
aplicatii multiple si deosebit de interesante.

Bibliografie

[1] Nastasescu, C., Nita, C., Vraciu, C., Aritmetica si algebra, Ed. Did. Ped., Bucuresti, 1994.

[2] Rizescu, G., Rizescu, E., Teme pentru cercurile de matematicd din liceu, Ed. Did. Ped.,
Bucuresti, 1980.

[3] Rogai, E., Tabele si formule matematice, Ed. Tehnicd, 1980.



ROMAI Educational Journal
1 (2006), 80-85

INVATAREA PRIN PROIECT

Consuela Luiza VOICA
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USING PROJECTS TO LEARN MATHEMATICS

Abstract. The project conceived as a didactical method becomes more and more
used in school. In Romania, this method is not frequently applied, due to the caution
of the teachers. In this paper, we present some examples of projects that have been
developped by students during the common math classes.

1. Introducere

Evolutia societatii contemporane determina schimbdri majore ale rolului
profesorului si al elevului in procesul instructional. Astfel, profesorul devine, in primul
rand, partener in invafare, iar elevul capata un rol mult mai activ, deoarece el
argumenteaza, pune intrebdri si coopereazd in rezolvarea sarcinilor de lucru [4].

In aceste conditii, este nevoie de o diversificare a metodelor de invatare: in
conditiile In care elevii au acces rapid la informatii prin intermediul internetului, rolul
profesorului este, in principal, acela de a utiliza metode de invatare cat mai diferite si
atractive.

Ultimul studiu TIMSS arata ca, in Romania, 25% dintre elevii claselor a VIII-a nu
au incredere in posibilitdtile lor de a invata matematica [3]. O solutie pentru aceastd
stare de fapt ar putea fi promovarea unor legaturi mai clare intre ceea ce invata elevul si
viata reala. Pentru aceasta, nu este nevoie doar de rezolvarea la clasa a unor probleme
practice, ci si de utilizarea unor metode noi, care sa i arate elevului utilitatea a ceea ce
invatd.

Invatarea prin proiect este una dintre aceste metode.

2. Ce inseamna invatare prin proiect?

Specialistii in domeniu definesc in diverse moduri invatarea prin proiect. Prezentam
in continuare cateva dintre aceste definitii, preluate din [2].
> Invatarea bazatd pe proiect este o abordare instructionalda comprehensiva care
angajazd elevii intr-o investigatie bazatd pe cooperare. (Bransford, Stein, 1993.)
> Invatarea prin proiect este o invatare in profunzime in care copii sunt stapanii
propriei munci, unde Ii se ofera libertatea de alegere dintr-o serie de posibilitati stabilite
de cadrul didactic impreuna cu elevii. (Sylvia Chard, 2002.)
> Invatarea bazatd pe proiect presupune dezvoltarea unor experiente de invatare care
implica proiecte complexe, din viata reala a elevilor, solicitand elevii sa apeleze la surse
diverse de informatij, sa aloce resurse precum timpul si materialele. (Alternative Modes
to Delivery: Project based learning - Univ. of Western Australia, 2000.)
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3. De ce este util sa organizam invatare prin proiecte?

Exista, de reguld, o reticentd in aplicarea invatarii prin proiect la orele de
matematicda; multi dintre colegii cu care am discutat prefera sa desfasoare activitati
bazate pe rezolvarea de probleme, decat sd organizeze alte tipuri de activitdti de
invatare. Ei sustin ca, prin organizarea unor astfel de activitati, se pierde prea mult timp,
iar elevii nu invata ce si cat ar trebui.

Opiniile elevilor, exprimate in urma unor activitdti diverse (de tip lucru in grup,
referat, proiect), precum si evaludrile comparative la clase care au desfasurat/ nu au
desfagurat astfel de activitati, aratd insd ca invatarea este mult mai eficientd atunci
cand activitatile propuse sunt diversificate. In plus, dupa depdsirea socu/ui aplicarii
acestor metode la clasa, profesorii constata cd motivatia elevilor pentru invatare se
imbunatateste considerabil.

4. Cum organizam activitati bazate pe proiecte?

Atunci cand profesorul de matematica doreste aplicarea la clasd a metodei
proiectelor, el isi pune urmatoarele intrebari: Cum trebuie sd procedez pentru a organiza
la clasa activitati bazate pe proiecte? Ce teme ar trebui sd aleg pentru proiecte? Cum as
putea evalua activitatea elevilor?

Prezentam in continuare modul in care am procedat in organizarea unor activitdti
de invatare prin proiecte.

In ultimii ani, am organizat activitati bazate pe proiecte cel putin o data pe
semestru, la clasele a VII-a — a VIII-a de la Scoala Nr.12 din Bucuresti. Aceste activitati
presupun parcurgerea urmatoarelor etape:

1. Alegerea temei

Pentru proiectele desfasurate, temele propuse au fost alese de profesor, astfel incat
sa aiba relevanta in cotidian. Aceasta este o modalitate simplificatd de desfasurare a
activitatii prin proiect. Unii autori recomanda ca profesorul sa organizeze o discutie, in
urma cdreia elevii ajung singuri la formularea temei proiectului; o astfel de abordare
cere Ins3, din partea profesorului, o anumitd experintd, care se poate capata doar in
timp, dupa desfasurarea mai multor activitati bazate pe proiecte.

Alegerea unor teme deopotriva interesante si consistente nu este usoara. Pentru
anul scolar trecut (2004-2005) am ales urmatoarele teme:

Telefonia.: care companie este mai avantajoasa?

O cdlatorie cu taxiul

Cum alegem vasele de bucatarie?

Pe ce dam banif?

2. Organizarea grupurilor de lucru

Grupurile au fost formate pe baza optiunilor elevilor (grupare solicitata de elevi).
Grupurile au avut uneori o temd comuna, alteori teme diferite. In acest ultim caz,
alegerea temei a fost facuta de cdtre membrii grupului.

Dupa fixarea temei, elevii au discutat intre ei si cu profesoara privitor la sursele de
informatii, calendarul de lucru, sarcinile ce revin fiecarui membru al grupului si modul de
realizare si de prezentare a proiectului. In toata aceasta activitate, profesorul are doar
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rolul de consultant; el decide termenul de realizare si nu intervine in activitatea unui
grup de lucru, decat daca membrii grupului solicita explicit acest lucru.

La fiecare dintre proiectele desfasurate, timpul de realizare propus a fost de 3
saptamani.

3. Desfasurarea efectiva a proiectului

Periodic, la termenele convenite de la inceput, am cerut grupurilor de lucru un
raport asupra activitatii desfasurate si a rezultatelor obtinute pana atunci. La proiectele
desfasurate, fiecare grup de lucru a raportat o data pe saptamana.

De reguld, in grupurile formate pe baza optiunilor elevilor nu apar conflicte
generate de neindeplinirea sarcinilor asumate. Totusi, atunci cand acestea au_aparut,
am explicat importanta fiecarui membru al echipei in realizarea proiectului. In acest
mod, starile conflictuale au disparut, iar grupurile de lucru au putut prezenta proiectul la
data stabilita anterior.

4. Prezentarea proiectului
Un proiect este ceva, nu este despre ceva [5]. De aceea, in urma desfasurarii
proiectului trebuie realizat un produs finit. Aceste produse pot fi: pliante, brosuri,
postere, pagini de revista, scenete, etc. Elevii trebuie sd aibd deplina libertate in
alegerea produsului realizat si @ modului de prezentare a acestuia.
Pentru proiectele desfasurate in anul scolar trecut, elevii au realizat: postere, fise de
probleme, pliante, joc de rol.

5. Evaluarea proiectului

Exista mai multe modalitati de evaluare a unui proiect.

Pe de o parte, profesorul evalueaza: cantitatea si calitatea informatiilor prezentate,
corectitudinea acestuia, modul de organizare a informatiilor, modul de prezentare a
produsului obtinut, modul in care grupul de lucru a colaborat, originalitatea prezentarii.
Pentru aceastd evaluare, este utild intocmirea unei fise de observare, de tipul urmator:

In  micd| In mdsurd| In  mare
masura moderata masura

Informatille prezentate sunt relevante pentru
tema aleasa

Autoevaluarea membrilor grupului de lucru este, de asemenea, importantd,
deoarece profesorul poate obtine informatii utile asupra modului in care elevii au
colaborat si asupra rolurilor asumate. Pentru aceasta autoevaluare, profesorul poate
cere membirilor grupului sa dea note colegilor si sa justifice motivul acordarii lor.

O alta evaluare poate fi facuta de catre colegii de clasa, neparticipanti la proiectul
respectiv, din perspectiva a ceea ce au inteles din tema prezentatd. Aceastd evaluare se
poate realiza prin completarea unor chestionare sau/si prin rezolvarea unor sarcini de
lucru, pe baza informatiilor obtinute din proiect. La unul dintre proiectele realizate,
membrii echipei au facut ei insisi evaluarea colegilor de clasa, propunandu-le acestora
rezolvarea unor probleme, prin folosirea informatiilor continute in pliantul distribuit.

Aprecierea prin nota a elevilor, in urma desfasurarii unor proiecte, a tinut cont de
toate aceste aspecte.
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5. Un exemplu - invatare bazata pe proiect

Proiectul prezentat mai jos a fost realizat de catre elevele Alice Alexandru, Diana
Barloiu si Andra Petrea, din clasa a VIII-a A de la Scoala Nr.12 din Bucuresti.

Tema aleasa pentru proiect a fost: O calatorie cu taxiul: care companie este mai
avantajoasa? Acest proiect a fost propus in ideea modelarii unor aspecte din viata reala
prin intermediul functiilor.

Culegerea datelor a fost facuta prin telefon, internet sau prin informatii directe,
de la soferii de taxi. Ele au ales, pentru exemplificare, trei companii ale cdror preturi
sunt diferite. Organizarea datelor culese a fost facuta prin tabele si reprezentari grafice.
Reprezentarile grafice au fost realizate cu ajutorul programului Microsoft Excel. Partea
cea mai dificila a proiectului a fost determinarea modelului matematic prin care poate fi
exprimat costul unei curse. Dificultatea a constat in faptul ca modelul corect impune
considerarea unei functii de doua variabile, si anume lungimea traseului parcurs si
timpul de asteptare. In acest moment, profesoara a intervenit, sugerand considerarea a
doua situatii si anume: calatorii cu, sau fara stationare. (De fiecare datd, s-au neglijat
timpii de asteptare la semafoare.) Astfel, grupul de lucru a ajuns la considerarea a doua
modele matematice ale problemei. Deoarece elevii de clasa a VIII-a nu studiaza functii
de doud variabile, profesoara a recomandat grupului de lucru sd nu mai ia in
considerare timpul de asteptare ca variabild; elevii au considerat doar situatii in care
timpul de asteptare este fix, au calculat separat costul stationarii si I-au addugat costului
total.

Pentru prezentarea proiectului, cele trei eleve au realizat un poster, pe care au
pus diferite reprezentari grafice ale variatiilor tarifelor practicate de trei companii de
taximetre.

Compania Pornire (ROL) Tarif Km (ROL) Stationare (ROL)
Fly Taxi 9990 9990 90000
Cris Taxi 7500 8490 90000
Taxi Leone 6990 6990 90000

45000 - 7
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35000 1% g 77

3000 r o

25000 Fly ] : h

= Cris 100000

20000 Leone - ! b

15000] — "

10000 00 | 1 ! f

5000 00 Jﬂ [ =E

° pornire 1 km 2 km 3 km 4 km ° Fy Tevi ‘ Qis Tavi ‘ Tovi Leare

Dupa prezentarea modelului matematic si argumentarea acestuia, membrele
grupului de lucru au cerut colegilor sd rezolve cateva probleme, pe baza datelor
prezentate in poster. Aceasta activitate a vizat utilizarea informatiilor prezentate grafic
pentru aplicatii.
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Problemele propuse spre rezolvare au fost cele prezentate mai jos.

1. Alina, Mirela si Marina au de parcurs 20 km pentru a ajunge la magazinul de unde
urmeaza sa-si faca cumparaturile. Fiecare a ales o alta companie de taximetrie. Cine a
ales cea mai avantajoasa companie?

Rezolvare.

Alina : Fly Taxi = {(x)

Mirela : Cris Taxi = g(x)

Marina : Leone = p(x)

fix) = ax+ b, a=tarif/ km, x=numar de km, b=pretul pornirii

#(20)=20-9.990 + 9.990= 199.800 + 9.990=209.790 ROL

9(20)=20-8.490 + 7.500=169.800 + 7.500=177.300 ROL

A(20)=20-6.990 + 6.990=139.800 + 6.990=146.790 ROL

Concluzia : Compania Taxi Leone este cea mai avantajoasa, deci Marina a facut alegerea
cea mai buna.

2. Dan, Mihai si Florin vor sd@ meargd la aeroport ca sa-si astepte parintii. Ei au hotarét
sd afle care companie de taximetrie este mai avantajoasa. Fiecare a ales o companie si
au parcurs urmatorul traseu. pornire, parcurg 6 km, stationare 30 min si retur. Cine a
cheltuit mai mul{i bani?

Rezolvare.

Dan : Fly Taxi = {(x)
Mihai : Cris Taxi = g(x)
Florin : Leone = p(x)

f(x) = ax + b, a =tarif/ km, x =numar de km, b =pretul pornirii + pretul stationarii.
#(6)=9.990-12 + 9.990 + 1/2-90.000=119.880 + 9.990 + 45.000=174.870 ROL
9(6)=8.490-12 + 7.500 + 1/2-90.000=101.880 + 7.500 + 45.000=154.380 ROL
p(6)=6.990-12 + 6.990 + 1/2-90.000=83.880 + 6.990 + 45.000=135.870 ROL

Dan a cheltuit cel mai mult, Fly Taxi fiind cea mai scumpa companie, iar Taxi Leone cea
mai avanatjoasa.

6. Un exemplu - evaluarea proiectelor

Elevii sunt foarte inventivi in ceea ce priveste modalitatile de evaluare ale colegilor
de clas3, in urma prezentarii unui proiect.

De exemplu, la finalul proiectul Pe ce dam banii?, grupul de lucru format din elevele
Andreea Baluta, Madalina Cioalca si Alice Gheorghiu, din clasa a VII-a A, au dat colegilor
de clasa un pliant, continand preturile practicate de anumite magazine la unele produse
alimentare.

Ele au cerut colegilor ca, pe baza acestui material, sa realizeze o diagrama cu
bare pentru a reprezenta preturile la anumite produse. Ulterior, cele trei eleve au
evaluat lucrdrile primite.

In urma prezentarii tuturor celor sase proiecte realizate de elevii clasei, pentru
tema Organizarea datelor, profesoara a cerut clasei sa ierarhizeze proiectele prezentate,
prin completarea unui tabel in care au dat note grupului pentru prezentarea generald si
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claritatea informatiilor, precum si fiecarui membru al grupurilor, pentru prestatia in
prezentare.
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Elevii au argumentat toate aceste note, precizand ceea ce le-a placut sau nu le-a
placut la fiecare prezentare in parte.
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USING CONCEPT MAPS IN TEACHING ALGEBRA

Abstract. A concept map is a graph that organises complex information. Concept
maps can be used both as a learning method and in assessment. In the paper, we
present some examples of concept maps, made by students — prospective teachers in
mathematics.

1. Introducere

Este inca larg raspandita ideea ca invdtarea este determinatda doar de modul in
care profesorul ii furnizeaza elevului/studentului informatia. Teste administrate unor
profesori de matematica, participanti la cursurile de perfectionare organizate in 2005 la
Facultatea de Matematica si Informatica din Bucuresti, precum si chestionare completate
de catre studenti ai aceleiasi Facultati, au conturat perceptia profesor bun = profesor
care predd bine.

Studii recente de psihologie a invatarii au ajuns insa la concluzia ca
elevul/studentul invata mai ales prin angajarea sa in activitati care il ajuta sa prelucreze
si sa interconecteze informatiile primite. De aceea, profesorul nu trebuie sa se mai
limiteze doar la furnizarea de informatii si impunerea unor puncte de vedere, ci el
capatd mai ales rolul de organizator si partener in invatare [2].

In invatamantul preuniversitar de matematica, strategia utilizatd cu precadere
este rezolvarea de probleme. Practica oferd insd un rdu exemplu in acest sens: pe de o
parte, sunt propuse prea putine probleme conectate cu viata reald, iar pe de alta parte,
se accentueaza prea mult latura algoritmica, in goana dupa rezultate imediate la
examenele si concursurile scolare. Se ajunge astfel la strategii de tipul algoritmi rigid
aplicati [1].

O situatie de aceeasi factura se intalneste si in invatamantul universitar. De cele
mai multe ori, studentii se confruntd cu o avalansa de informatii, pe care, de regula, nu
le pot interconecta si cdrora nu le inteleg utilitatea. Strategiile utilizate in invatamantul
universitar romanesc nu par sa tind cont de posibilitdtile reale de intelegere ale
studentului. Se ajunge astfel ca, la terminarea facultatii, concepte fundamentale (cum ar
fi, de exemplu, structurile algebrice) sa nu fie cunoscute nici macar le nivelul definitiilor
acestora.

De aceea, devine necesar ca profesorul sa aplice la clasd/la curs/la seminar si alte
strategii, menite sa& promoveze o invatare eficienta si de duratd. Utilizarea hartilor
conceptuale este una dintre aceste strategii.
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In lucrarea de fatd, prezentdm un studiu ficut la Facultatea de Matematic si
Informatica din Bucuresti, privitor la modul alcdtuire si de utilizare a unor harti
conceptuale de catre studenti.

2. Cateva precizari

2.1. Ce este o harta conceptuala?

Harta conceptuald este un graf, in care nodurile reprezinta concepte, iar arcele
(eventual orientate) sunt relatii de cauzalitate/ determinare intre conceptele conectate.

... care
conecteaza
__—» i
...este un graf concepte.
orientat...

—

Harta
conceptuala...

2.2. Tipuri de harti conceptuale

Harta de tip pdaianjen. se caracterizeaza prin
identificarea unor concepte centrale si organizarea
unor legaturi de subordonare intre acestea si alte
concepte.

Harta de tip ierarhic: se caracterizeaza prin plasarea
spatiala a conceptele in ordinea importantei acestora.
De obicei, o harta de tip ierarhic plaseaza in partea
superioara conceptele mai importante.

-

Harta de tip liniar: se caracterizeaza prin considerarea

_'©_>©_>© — tuturor conceptelor ca avand o aceeasi importantg,
find evidentiate doar relatile de determinare intre
acestea.

Pe 0 aceeasi harta a conceptelor, pot sd apara si combinatii ale acestor tipuri de
harti. In alcdtuirea hartilor, sunt importante identificarea conceptelor principale ale
sectiunii de studiu si a legaturilor dintre acestea.

2.3. De ce sunt utile hartile conceptuale?

Informatiile prezentate intr-o forma grafica sunt intelese si interpretate mai usor;
de aceea, informatiile transmise printr-un desen sau o schema sunt de preferat celor
transmise prin intermediul unui text. De exemplu, sa comparam modalitdtile de
prezentare a formulei patratului de binom, prezentate in tabelul de mai jos.

Hartile conceptuale permit transpunerea informatiilor complexe intr-o forma
grafica, prin care sunt evidentiate relatii de dependenta si de cauzalitate. De aceea,
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hartile conceptuale se dovedesc utile pentru organizarea si intelegerea conceptelor, la
orice nivel de clasd/ an de studiu. In plus, hartile conceptuale permit elevilor/studentilor
sa identifice conceptele-cheie si sunt un bun pretext pentru dezvoltarea comunicarii
intre elevi sau studenti (cf. [4]).

Text Schema Desen

Pentru a calcula patratul unui
binom, adunam  patratul
primului termen al binomului (a+b)’=
cu pétratul celui de-al doilea | =a’+2ab+b?
termen al binomului si cu
dublul produsului dintre primul
termen si al doilea termen.

3. Studiul realizat

3.1. Intrebiri de start ale studiului

Studiul a fost proiectat pentru a raspunde urmatoarelor intrebari:

1. poate fi adaptata strategia hartilor conceptuale la cursurile/seminariile de algebra
din facultate, in contextul invatamantului romanesc?

2. cum procedeaza studentii pentru intocmirea unor harti conceptuale?

3. sunt eficiente hartile conceptuale pentru ameliorarea rezultatelor scolare?

3.2. Metodologie

Am testat modul de intocmire a unor harti conceptuale si eficienta acestora in
invatare in doua situatii diferite.

Prima situatie a vizat modul de organizare de catre studenti a unor informatii in
majoritate noi pentru ei: intelegerea unor programe de matematica (pentru clasa a XI-a,
respectiv a VII-a), de catre studenti — viitori profesori, in cadrul cursurilor optionale de
Proiectarea activitatilor didactice / Didactica aplicata, propuse pentru anii terminali din
facultate, in 2002-2003 si, respectiv, in 2004-2005.

A doua situatie s-a referit la modul de organizare a unei informatii complexe —
dar suficient de bine cunoscuta — si la influenta acestui tip de organizare asupra
rezultatelor la examene. Activitatea a fost desfasurata la seminariile recapitulative de
Algebra, cu studenti din anul al II-lea, in anul scolar 2004-2005, iar evaluarea s-a
realizat in cadrul examenului de sfarsit de semestru.

In toate cazurile, studentii au lucrat, pentru alcatuirea hartilor, in grupuri de cate
3-5 persoane. In timpul desfasurdrii activitatilor, ei au putut consulta diverse materiale
(i.e. programe gcolare, notite de curs, notite de seminar, cursuri tiparite).

In total, au participat la acest experiment aproximativ 80 de student;.

3.3. Desfagurarea studiului
In ambele situatii descrise anterior, studentii au parcurs urmatoarele etape:
1. selectarea conceptelor considerate de importanta majora, din materialul studiat;
2. alcatuirea unei liste cu conceptele selectate si ierarhizarea acestora, in ordinea
importantei atribuite de student;;
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3. pozitionarea conceptelor intr-o structurd pland, care s3a permitd precizarea
conexiunilor/dependentelor de tip cauza-efect;

4. realizarea hartii conceptuale propriu-zise, prin trasarea arcelor grafului;

5. compararea propriei harti cu optiunile celorlalti colegi;

6. sustinerea punctelor de vedere.

Pentru hartile conceptuale de organizare a programelor scolare, am solicitat
studentilor doar alcdtuirea unui graf. La seminariile recapitulative, studentii au
completat, pe arcele de legatura, rezultatul (teorema) ce a permis trasarea arcului
respectiv.

Toate experimentele au fost finalizate prin metoda twru/ galeriei (i.e. afigarea
posterelor realizate si observarea lor de catre toti participantii). In prima situatie, am
provocat studentii la discutii explicative asupra propriilor optiuni, in timp ce, pentru a
doua situatie, studentii au votat acele proiecte care li s-au parut cele mai relevante.

4. Rezultate ale studiului
4.1. Prima situatie: prelucrarea unui material putin cunoscut

La primul experiment, desfasurat in
anul scolar 2002-2003, studentii au avut de
alcatuit o hartd a conceptelor cuprinse in
programele de matematica M1, pentru
clasa a XI-a. In cadrul acestui experiment,
au fost obtinute cinci harti conceptuale.

Studentii cunosteau  programele L@t
pentru clasa a XI-a, doar din practica .
pedagogica (desfasuratd in semestrul al II-
lea al anului anterior). Ca strategie de
lucru, ei au alcatuit mai intdi o lista de
concepte-cheie, obtinute prin parcurgerea
liniard a programei, apoi au construit
hartile conceptuale corespunzatoare.

In fig.1 se poate observa optiunea | Sismrne oz
unei grupe de lucru pentru o harta de tip (7
pdianjen. Fig.1. Harta conceptuald de tip paianjen.
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Al doilea experiment a fost desfasurat in anul scolar 2004-2005. El s-a referit la
studiul programelor de matematica pentru clasa a VII-a. In cadrul acestui experiment,
au fost obtinute patru harti conceptuale.

Inaintea desfasurdrii activitatii, studentii nu cunosteau deloc programele de
matematica pentru clasa a VII-a: atat la cursurile de Pedagogie si de Metodica predarii
matematicii, cat si in Practica pedagogica, se studiaza doar programele pentru liceu.

Din punct de vedere al strategiei de lucru alese de catre studenti, diferentele au
constat mai ales in modul de parcurgere si intelegere a materialului propus: in timp ce
unul dintre grupurile de lucru a parcurs programa secvential, determinand conceptele-
cheie pentru fiecare sectiune a programei in parte, celelalte trei au optat pentru
parcurgerea /iniara (integrald) a programei si determinarea unor concepte ce se
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regasesc in mai multe sectiuni. Numarul de concepte alese variaza de la 23 in primul
caz, la 12-13 in al doilea caz.

O a doua diferenta semnificativa provine din modul de structurare a hartilor: in
timp ce primul grup de lucru a optat pentru o structura de tip paianjen, cu trei
concepte-cheie (prezentata in Fig. 2), celelelte grupuri de lucru au alcatuit structuri de
tip ierahic (un exemplu este prezentat in Fig. 3).

‘ probabilitate ’

Operatie

.
unghi

numar
irational ) triunghi
Y congruenta
numar Figura
real : geometrica
Multime paralelism

|| poligon
asemanare
numar

Tntreg perpendicularitate ’

numar
rational

A arie
divizibilitate ]

Fig.2. Harta conceptuald de tip paianjen.

Multime ]

[ nr. intreq ] [ nr.rational ] nr.real
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" O\
T

Fig.3. Harta conceptuala de tip ierarhic.

2 Aceste hérti sunt preluate [3]
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In figurile 2 si 3, prezentate mai sus,
apar transcrieri ale hartilor initiale, modul de
asezare in pagina fiind usor modificat. Pentru
comparatie, in fig.4 apare o fotografie (partiald)
a hartii prezentate in fig. 2.

Mentionam ca, in toate cazurile,
studentii nu au primit nici-un fel de informatii
preliminare sau exemple de harti conceptuale,
anterior desfasurarii activitatii.

Fig. 4. Fotografia unei harti conceptuale.

4.2. A doua situatie: prelucrarea unui material relativ cunoscut

In al treilea experiment, desfdsurat la seminariile recapitulative de sfarsit de
semestru, studentii au prelucrat informatiile din cursul de Algebra, in care a fost
studiatd, in principal, Teoria lui Galois. In total, au fost obtinute 10 harti conceptuale.

Materialul de studiu a fost relativ cunoscut, datorita unei bune prezente a
studentilor la curs (pe parcursul semestrului, indicele de prezenta a fost de 70%) si
datorita lucrarilor de verificare periodicd, administrate anterior acestei activitati. Probabil
ca aceasta situatie a determinat o alegere relativ unitard si echilibratd a numarului de
concepte alese: majoritatea grupurilor de lucru au ales cam aceleasi 20 de concepte. Un
echilibru se constata si din punctul de vedere al formelor de organizare si prezentare a
informatiei: printre hartile obtinute, am identificat patru harti de tip paianjen, trei harti
lferarhice si alte trei harti de tip /iniar. In fig. 5 prezentam fotografii ale unora dintre
aceste harti.
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Ulterior, in cadrul examenului de la sfarsitul semestrului al II-lea, am adresat
studentilor si intrebdri de tipul de mai jos, care au vizat cunoasterea conceptelor si a
relatiilor dintre ele:

extindere
normala

corp de
descompunere

Enuntati rezultatele
corespunzatoare arcelor din
harta conceptuala alaturata. subgrup

normal

automorfism
de corpuri

(De exemplu, unul dintre rezultatele cerute este urmatorul: Daca P(X) este un polinom
cu coeficienti in corpul comutativ K, iar L este un corp de descompunere al lui P(X),
atunci extinderea de corpuri K c L este extindere normald.)

Intrebdri ce vizau cunoasterea conceptelor si a relatiilor dintre ele, au fost
adresate studentilor si in cadrul examenului din primul semestru; acest examen nu a
beneficiat, insd, de o activitate de seminar de intocmire a unei harti conceptuale.
Comparativ, mediile obtinute de studenti in cele doua semestre, pentru acest tip de
intrebari, au fost:

Semestrul I Semestrul al Il-lea

7,04 7,15

5. Concluzii

Cele doua situatii prezentate mai sus ne indreptatesc sa formuldm urmatoarea
ipoteza: numadrul de concepte-chele selectate pentru alcatuirea unei harti conceptuale,
precum si modul de prezentare grafica ales, depind de gradul de cunoastere a
materialului de lucru si de modul de parcurgere al acestuia (i.e. secvential sau integral).

In urma discutiilor si/sau a votului exprimat de studenti, a devenit evidentd
preferinta lor pentru hartile conceptuale de tip ierarhic. Probabil ca aceasta are legatura
cu sistemul axiologic al actualelor generatii de elevi/studenti, dar datele pe care le
detinem nu ne permit sa formulam concluzii in acest sens.

Rezultatele inregistrate de studenti la examene ne permit sa formuldm o a doua
ipoteza: cunoasterea si intelegerea conceptelor si a relatiilor de interdependenta intre
€ele este facilitata de organizarea informatiilor in harti conceptuale.

6. Dezvoltari ulterioare

Ne propunem sa aplicam strategia hartilor conceptuale si la alte cursuri/seminarii
din Facultatea de Matematica si Informatica, acordand un timp mai mare de lucru
pentru alcatuirea acestora si diversificand cerintele formulate. De asemenea, ne
propunem sd identificam parteneri pentru aplicarea acestei strategii si in alte unitati de
invatamant. In acest fel, speram ca vom putea confirma sau infirma ipotezele enuntate
mai sus.
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CE ESTE DIDACTICA MATEMATICII?

Scopul ROMAI Educational Journal este promovarea cercetdrii in Didactica
Matematicii in Romania si popularizarea unor bune-practici de educatie matematica
internationald. Deoarece persista inca diferite confuzii privitoare la ceea ce ar putea
reprezenta aceste subiecte, in continuare formuldm cateva principii generale si posibile
directii de cercetare, care ar putea ajuta autorii in alegerea subiectelor viitoarelor
articole.

Didactica Matematicii este orientatd pe optimizarea invatarii si intelegerea
obstacolelor in invatare ale elevilor/studentilor. Ea are ca scop descoperirea unor
Strategii pentru generarea progresului in invatare. De aceea, articolele pe care le
asteptam spre publicare in aceasta revista ar trebui sa pund in prim-plan
elevul/studentul.

International Commision on Mathematical Instruction (ICMI), organism
international fondat in 1908, sugereazad teme de cercetare in didactica matematicii, prin
subiectele de discutie propuse la International Congresses on Mathematical Education
(ICME), manifestarile cele mai importante in domeniu.

ICME are loc o data la patru ani; cel mai recent Congres a avut loc in
perioada 4 - 11 iulie 2004, in Copenhaga, si a reunit peste 4 000 de
participanti.

Printre subiectele propuse pentru Congresul din 2004, mentionam: tendinte in
educatia matematica in scoala primard/ in gimnaziu/ in liceu; activitali si programe
pentru elevii dotati; cercetari in predarea si invatarea numerelor si aritmeticii; cercetari
in predarea si invatarea algebrei; cercetari in predarea si invatarea geometriei; cercetari
in predarea si invatarea probabilitatilor si statisticii; cercetari in predarea si invatarea
analize/ matematice; inovatii in predarea matematicii; rolul si utilizarea tehnologiei in
predarea si invatarea matematicii, vizualizarea in predarea si invatarea matematicii; rolul
istoriei matematicii in educatia matematica, rezolvarea de probleme in educatia
matematica; rationament si demonstratie in educatia matematica, aplicatii ale
matematicii si modelare in predarea si invatarea matematicii; relatia dintre matematicad
s/ alte discipline de arta si stiinte; invatare si cunoastere: formarea la elevi a
conceptelor, notiunilor, strategiflor si convingerilor; educatia, viata profesionald si
dezvoltarea profesionala a profesorilor de matematica; motivatia si atitudinea elevilor
fatd de studiul si invatarea matematicii; limbaj si comunicare in educatia matematica;
problema genului in educatia matematica,; cercetari privind evaluarea si testarea /a
matematica; noi tendinte in educatia matematica, ca disciplind de studiu.

Alte informatii despre ICME 10 se pot obtine la adresa de internet: www.ICME-10.dk
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SOCIETATI DE MATEMATICA DIN ALTE TARI

In 1991 a luat fiintd in Polonia, Stowarzyszenia Nauczycieli
Matematyki (Societatea Profesorilor de Matematicd) (SNM). Initial,
societatea a avut 200 de membri, ajungand astazi sa aiba cateva mii.

Principalul obiectiv al acestei Societati este aducerea in prim-planul
activitatilor profesorilor de matematica a unor teme actuale de didactica.

SNM are cateva grupuri de lucru permanente, printre care: Geometria Cabri
Matematica si Computerul, Matematica in scolile speciale, Calculatoarele grafice Casio,
Origami si matematica.

In fiecare an, SNM organizeaza o Conferinta internationald, la care participd in
medie peste 600 de profesori si matematicieni, cei mai multi din Polonia. De regulg,
conferintele sunt tematice, majoritatea lucrarilor prezentate incadrandu-se in tema fixata
anterior. De exemplu, tema uneia dintre conferintele din anii trecuti a fost Statistica,
statistica.... Partea cea mai interesanta a Conferintelor pare insa a fi Atelierul. Prelungite
tarziu in noapte, aceste intalniri non-standard au rolul sa faciliteze comunicarea fintre
profesori si matematicieni din diverse colturi ale lumii. In Atelier se confectioneaza
materiale didactice, se sugereaza modul in care acestea pot fi folosite clasa, se discuta
despre manuale scolare etc.

Societatea Profesorilor de Matematica din Polonia editeaza doud reviste, cu
aparitie trimestriala. O prima revista este Nauczyciele i Matematyka (NiM) (Profesorul si
matematica). In NiM sunt publicate mai ales articole privind activitatea la clasa a
profesorului de matematica. In imaginile de mai jos, apar cateva dintre copertile acestei
reviste.

O a doua revista publicatad de SMN este Matematyka i Komputery (Matematica si
Computerul). In imaginile de mai jos, apar cateva dintre copertile acestei reviste.

matematyiall 3 e kag matematyka g
-5 komptery at matematykao g m y

® o

Mai multe informatii se pot obtine de la adresa de Internet: http://www.snm.org.pl/
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MANIFESTARI INTERNATIONALE

e rme Societatea Europeand de Cercetdri in Educatia
european society for Matematica (ERME) organizeaza in perioada 22-26 februarie
research in 2007, in Larnaca, Cipru, Congresul European de Cercetare in

WUNSHENMSSSS  Fducatia Matematicd (CERME 5). Tematica propusd pentru
SaoeEon acest Congres este cea prezentatd in continuare.

: The role of metaphors and images in the learning and understanding of mathematics
: Affect and mathematical thinking

: Building structures in mathematical knowledge

: Argumentation and proof

: Stochastic thinking

: Algebraic thinking

: Geometrical thinking

: Mathematics and language

: Tools and technologies in mathematical didactics

10: Mathematics education in multicultural settings

11: Different theoretical perspectives / approaches in research in mathematics
education.

12: From a study of teaching practices to issues in teacher education.
13: Applications and modelling

14: Advanced mathematical thinking

15: Comparative Studies in Mathematics Education

O 00O NO UL A~ WN -

Mai multe informatii puteti obtine de la adresele de internet:
http://www.erme.uni-osnabrueck.de
http://www.cyprusisland.com/cerme/
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